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Sujet : Contributions à l’analyse des données dans l’expérience
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 =�G ��� ������ �.����
 �� �����	

� "
  ���� ȧ = da
dt �

�� ��	���� H �
������� �
� =�G ��� �� ��	���� �� /�  ��� � ����� ������� �� �%
�	���� �� /�  �� H(t0) ��� ������ ��
��
�� �� /�  ��� � ����� �� / ��� ���� � ���
�����
���
 �� ��>
������ ��� 	������ �� � ����� �� � ��
��
�� �� /�  �� ��
� �������	�
�
��

��� �
 ��
����
 �� � ��
��
�� ������� h ��-
�� �� T

H(t0) = H0 = 100 h kms−1Mpc−1 O=�CP

��� 	������ �������� ��

�
� RBDS h = 0, 71+0,04
−0,03�

:
 ���	������$ ��� ����
��� ��
� 	������� � ����� �� ������ ������� 2 O��������P �
���� ��
�����
���
 �� ��>
������ �� ���
��� ��������
� � 1 + z = νsource/νobs� �� ���
 �
��� �� ��������
�� � ��
��
�� �� /�  �� ���� ���� ��������� �� � ���
 ����
��� "
 ��
������ ���� � *���
�����
�� ���
� ����
�� ��	� ��� x� � ����
�� ��#��.�� ��������
�
�� ������� d = ax� (� ���
�� �����
���
 �� ��>
�����$ ��� � *��� �������
�
� ���
 �� ������ � �
� ������� v ��

�� �� T

v =
∆d

∆t
=

∆a

∆t
x =

ȧ

a
x = H d O=�DP

����� ������
 ��� ������ ��� �� /�  ��� "
 �
 ������ ���� .��$ � ���	��� �����$ �
  z ∼ v ∼
H d� ��� �����.�� .�� ��� ����
��� ��
� �����	��� �����
� �
 �
���� �� �#�� h−1Mpc�

6�#�
� ��		�
� �� �������� 2 ��� ����� � ������ ���������� � ����� ∆t 	��� �� � ��	����
���� �������� � ����
�� O��#��.��P d ��� d = ∆t� :
 ���
� ∆ν = νobs − νsource$ �
  T

∆ν

ν
= −v = −H d = −H ∆t = − ȧ

a
∆t = −∆a

a
O=�FP

"
 �
 ������ .�� ν ∼ 1
a $ ���U 1 + z = 1

a � ��� 	�
��� .�� � ���.��
�� �� ��
� ���
����� ���

�����
 �� ������
� �� ��	�
� ��	�
�� �� ��� �� �����
���
 �� ��>
������ �� ������� ��� �

��� ��
����� �� � ������ ��� ��������� �� ������
� �� ��	�
�$ � ��
���� ��	�
�
� �
 =L
��
� � .�
���� �� 	����	�
��

H� ��� ����� ������������ � ������
 �
��� �� ������ ��������� �� � ��
���� ���
������ :
 ��	 �%


� ��� �.����
� =�G �� =�K$ �
  ����� � T

ρ̇ + 3
ȧ

a
(ρ + p) = 0 O=�=IP

"
 ���� �������� �
����� � ������
 �
��� � �� ρ$ ������ �.����
 ����� �� 4����� "
  p = wρ$
�U w ��� �� ��	���� ������ "
 �����	�
� �
�� � ������
 �
��� ��
���� ���
����� �� ������
��������� T

ρ ∼ a−3(1+w) O=�==P

"
 
��� O�.����
 =�GP .�� � ��
���� ���
����� ������� � � ���� ��� �����+� �
 a−2 �� �����
��
��
�� ���� � ��
��
�� ���	�����.��� "
 ���� ��
� ���� ������� ����������	�
� �
 ��%
	���� ����� ��
� −1

3 �� −1� 1� �������$ ���� �����	�
�� ����������
 �� a �
 ��
����
 �� ��	��$

G



����	��� �� �������� �� �������	�

��
���� ���
����� ��	�

�� ��	���� ����� ��
���� ���
����� O�P RH

������
 w = 1
3 ρ ∼ a−4 a ∼ t

1
2 RH ∼ t

	����� w = 0 ρ ∼ a−3 a ∼ t
2
3 RH ∼ t

��� ��� w = −1
3 ρ ∼ a−2 a ∼ t RH ∼ t

��
��
�� ���	�����.�� w = −1 ρ ∼ cste a ∼ exp(Ht) RH ∼ cste

���� =�= W �"����	�� �� ������� � ������� �� �� �� ����	�� � ����	� ����� �� ������ �� � ����	�
���	���� �� �����	��� �� � !�	"����

�
 ��	���� �
� =�G ρ �� ��
 ���������
 ��

�� �� =�==� "
 � ���
� �
�� �����������
 �� a(t)
�
 ��
����
 �� � 
���� �� � ��	���
�� �
������.��	�
� ��	�

��� � � �� =�= ����	� ���
��5���
��� ����� �������

� ����
�� �H−1 OH−1 �
� �� �#���	� ���
��� �U �V=P ��� ������ �#�
 �� /�  �� RH �
:��� *��� �
 �X�� �	����
� �
� � ����������
 �� 	��
��	� �� ���	���
 ��� ���������� �
�
��>
������ :��� ����	��� � ������ ���
4��
�� ��� ��������� ����� O��������
$ �������
 ���P�
� �#
	�.�� ��� 4�������
� �� ��
���� �� ����� ���� ��
�� .�� ������2�
 
� ����
� .��
�� �����
���
 �� ��>
�����$ ���� .�� ���� ��� 4�������
� ���� ������� .�� ������2�
$ ��� �
���%
����
� ��#��.��� �����
� ���� ������ �
 ��	���� "
 ��	�.�� .�� O�P ��� ���*���� ������
�
� ����� �� ��	��� (� ����$ � ����� �� ������2�
 ���+� ���� �����	�
� .�� �� ������ ����������
��� ���
�-� .���
� ������ ���
 ����� -
�� �� ���� ������� �� ������2�
 �� �����
� ������

���.����
 �� �����	

 =�G ���� �� �������� �
 ��������
� ��� ����
�
��� ��� ��5���
���
��
����� ���
����� .�� �
������

�
�$ �
 ��
����
 �� ������ ���������� "
 �
������� ���� ��� �
��
���� �����.�� ρc$ ��-
�� �� T

ρc =
3H2

8πG
O=�=BP

� ��
���� �����.�� ����
� �� ��	�� �� �
 $ � t0 T

ρc,0 =
3H2

0

8πG
= 1, 88 10−29 h2 g cm−3 O=�=?P

"
 ��-
�� ���� ��� ������� Ωi(t) = ρi
ρc

���� ��� ��
��� ����
� �������� � � ��
���� �� ��.��
��	���
�� T 	�����$ ������
$ ���� ��� �� ��
��
�� ���	�����.�� T

Ωm(t) = ρm

ρc
Ωrad(t) = ρrad

ρc

ΩΛ(t) = Λ
3H2 Ωk(t) = − k

a2H2

���.����
 �� �����	

 =�G �� ������� ���� T

1 = Ωm(t) + Ωrad(t) + ΩΛ(t) + Ωk(t) O=�=AP

����� ���
���� �.����
 	�
��� .�� � ���� ��� ��� �� �� ��>
����� O>
����� ���	�$ ������ �U
���P ��� �����	�
�� �� � ��		� Ωm+Ωrad+ΩΛ� ����� ���
���� ��� �������	�
� ������ ��
����
����� �� ��>
����� �� ��� 
���� Ω� (
� � �����$ �
 
���� Ωi(t0) = Ωi -
 �������� �����������
:
 �
*���
� Ωi �
� ���.����
 =�=A$ �
 ��������� � ����
�
�� ��� ��
����� ���
����� ���%�%���
�� ������ ��������� T

H2 = H2
0

(
ΩΛ + Ωm a−3 + Ωrad a−4 + Ωk a−2

)
O=�=GP

K
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E��� ���
� 	�
��

� � ��
�� �����������
 �� ���
������$ .�� 
��� ��� ����� ���� � ������
"
 ���� 
���� .�� ���.����
 =�=I �� ������� ���� � ���	� T

d(ρa3) = −pda3 O=�=KP

�� ���	� ρa3 �������
�� ���
����� ��
��
�� �
� �
 ����	� V = a3� :
 ��	��
� ��� ��������%
���
 �� � ���	���� ��� �� � ����	��#
	�.��$ dU = TdS−pdV $ �
 ���� .�� ���
������ ��
��
��
�
� �� ����	� ��	� ��� a3 ��� ��
������� �����������
 �� ���
������ ��� ���
� �
 �������
� �
���	���� ��� ���� � ���	� ����
�� R=CS T

TdS = d(ρV ) + pdV = d [(p + ρ)V ] − V dp O=�=CP

�������� ��� �������� ��������$
∂2S

∂V ∂T
=

∂2S

∂T∂V
O=�=DP

��
���� ���� �
dp =

ρ + p

T
dT O=�=FP

:
 ����.�
� ����� ������
 � =�=C �� �
 �
����
�$ �
  ����� �

S =
(ρ + p)V

T
O=�BIP

(
� �� �� �U � ��
���� ���
����� �� ��>
����� ��� ��	�
�� �� � ������
$ �
 ����-� .��
���
������ ��� ���������

���� � 
�	 �� �� �����
�� ����� ����.���$ �� ������ �
��� �� 
�	 ��
�� �����
� �� ��  �#�
� ��� �����
� ����� �
������ ��  �#�
�

����� ������� �� ������� ���� �
������

E��� ���
� 	�
��

� �������� ��� ��5���
��� ���	�� �� ��
���� ���
������ � 	����� ����%

��� ��� ������ �
 ���	������ 	�����  �#�
�.��� ��� 	������ ��� ���� ����
��� �
��.��
� .��
RBDS T

Ω = 1, 02 ± 0, 02 ΩΛ = 0, 73 ± 0, 04
Ωb = 0, 044 ± 0, 004 Ωm = 0, 27 ± 0, 04

��� 	������ 	�
���
� .�� � 	����� ��
��
�� �
� ��>
����� ��� ����
������	�
� 
�
  �#�
�.���
�����%�� ��� ������ 	����� 
����� H� ������ �
 ��� ��������� �#��� �� 	����� 
����� ��� ���	���%
������ ������
� 	����� 
���� ������ ��� ��������� 
�
 ����������� ���� ��� ��������� �� ���	���
�
��� ��
��� ����������� �� ���	� 	����� 
���� ����� �����
� ��� ��������� ����������� ���� ��
���
���� ��� ������ ���
� ��������
�
� �� �������� �����.��� �
� ������2�
� ��� 
�����
��
��
� ��� ��������� �� 	����� 
���� ������ ����
�
�$ ��� 
� �����
� �� ��
������� ������
����
�� � 	����� 
����� :
 �5��$ � 	����� 
���� ����� ��
���� � �
 ��������� �� ���	���
 ���
���������� �U ��� �����%	� �� ���	�
� �
 ���	��� �� ��� ������ �
 ���
���� �� ���
��� 
���� ��
��	��� �� ��� ��� � �������
� ��������� � 	����� 
���� ������ ��
���� .�
� � ���� �� ���
� � ���	���
 ��� ���� ������� ���������� O��� ������P$ ��� ���� ��
��� O	� �� �����%	�P
�� ���	
� ����������	�
�� �� � 
���� �� � 	����� 
���� ��� �������	�
� �
��

��$ �� ������
����
�
� ��  �
� �
�����$ �� ���� �����	 � �� ��
� � �������� ������#	����.�� �� ����
������ 	����

� 
���� ��#��.�� �� ���
����� ������� � � ��
��
�� ���	�����.�� ��� �������	�
� 	�
��

��� >
� ��� �
����������
� ����� ��� ��� ��������� � ���	� �� ��
��
�� ���	�����.��
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� ��
��� ����
 �� ���
����� �� ����� ���������$ �� ����� �� � ��
���� ���
����� �� ���� �
� ��
���� �� � ������� .�
��.�� ��� ��	�� ��
���� � �
� ����� �� ������� �� 10120 ���� ���� ��
��
.�� ����� � ������ ������	�
���	�
�� � ��	����
���
 ��	����� �� � 
���� �� � ��
��
��
���	�����.�� ��� ���
 ��� ��� ��	�� ��
�	�
��� �� � ���	�������

����� �������� ������ !� �� �
������

"
  �� .�� � ��
���� ���
����� �� ��>
����� �����+� � ��� �� � 	����� �� ��
 ���
���
�
��� ���
�-� .�� ���� ���
 ��	�
�� ���
 �
� �� ���� �� ��>
����� ���� � ��	������� �� �����%��
��� ������� "
 ���� �
�� �� ��� � ����
������ �� ��>
����� *��.��� � ��	��� ��������
�
� �
��������� �� 1�
�8� � ��#��.�� �	���.��� �
� ����� ����
������  ��� ������ *��.��� �
����

2009�6 �� ��� ��#�����
� ��� ���������� !�%���� �� ����� �
�����$ � ����������
 ��� ���
�	�
��
��� �����������
,�� -����.����� / � ��
����� ���
�� O∼ 10−35	P ������� � ����� ������� ���
����� O1019 9�6P
��� �� 	�	� ����� �� ��
���� .�� �� �#�
 �� /�  �� RH � � ����������
 �� ��>
����� ����
���� �
����� ��� �5��� .�
��.����
0����� 1��2������3 ��4�����555 / ���� ����� �� 1�
�8$ � ��������
 ����� ��������� ���
����� �
�������
�$ .�� �����
� �
�-��� O9�
� >
�-�� �����#P� :
��� 1018 �� 100 9�6$ ���������
���
�	�
�� �	����
�� �
� ����� (��
� ���$ �� #   ������ �� � �#	����� �� ��
�� >
�-����
�
��� �
�������
� ��������� �� �� ����� �� �����
�� (����� ���$ ���
4���
  ���� �� ��
��� ���
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� �� ��
����� �
� ��>
����� ���	������ ��� 	������ ���
4���
 ���	����
� �� ���%
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� �� �� ��� ��
���
��� �� � �������
� ������	�
����� >
 	����� ���
4���
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� ��� ��
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���	�
�$  ��
 .�� ��� ������ �� 	��
��	� ���
4���
 O��%
 ��$ -
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���� �� ��	� ������ ������ � ���
4���
���P ����
� 	� ��

��� ��������� ���
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�� ���
4���
 ��� �������� ������ �� ����� �� ��
�� >
�-����
$ ���� ∼ 1015 9�6� ! � -
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���
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�� ���.���� �� ����	�.�� ���
����� �� ��� �
�������
� �� �� �� �������	�
���.��� ��� ����� ���������$ �
�� ���$ �� ��
�
����
�������� 1���$ ����.�� � ��	������� �����
� ����� �� = )�6$ ��� 
�����
�� �� ��������
��
1�� ���� ��� �������
� �� ��� �������
� ��

�����
��
#������8���9�� / � I$B )�6 � ��	������� ��� ��<�		�
� �����
��� ���� .�� ��� �����
�
�� ��� 
�����
� ������
� �� ��	 �
�� ���� ���	�� ��� 
�#�� ��	�.���� ��� ���������
� �� �

������#
����� ��
� �����	�
��� �
 ��
����
 �� ������ �
��� �� 
�	 �� ��  �#�
� �� �� 
�	 ��
�� �����
� η = nB

nγ
� �� ��� .�� η$ �� ������  �#�
�%�����
��$ ���� �� ������� �� 10−10 �	���.��

.�� � ��	������� �� ��>
����� ���� �����
��� �
%������� �� ���
����� �� �����
 ��� 
�#�� ����
��� ������ η ��� �������� 	
�� ��	�������� �� ��		
�� ���
��	�
�
�� �� ���	� �
��
��� 
� ���
�� �� ��� 	����

������ �� �
������� ���� ������������� ��������
��

D



���� �����	��� �� � !�	"���

.�� � �����%����������
 ������ � 
������#
����� ������� ���  �
�
��� �����	�
�� ������ �

����� ��� ��� � �������
�$ �� .�� ��
������ �
 ��� ��
�� ������ �� 	����� �� '�� '
��
"��������� �� �� ����9�� / � ��
���� ���
����� �� ������
 ���� �
 a−4 ���� .�� � ��
%
���� ���
����� �� 	����� ��������� �
 a−3� ��>
�����  ��
� ��

� �
� ���� �� ��	�
���

�� ���
����� �� ������
$ ���� �
� ���� �� ��	�
���
 �� � 	������ ��� 	������ ��������
�
��.��
� .�� ���
  Ωrad = 2, 5610−5h−2� �� �������� zeq ��������
�
� � � ��
�����
 �
��� ���
���� �������� ��� ��-
� ��		� T

(1 + zeq)Ωrad = Ωm O=�B=P

"
 � ���
� ���� T
zeq = 3, 9 104Ωmh2 O=�BBP

�� �������� ��������
� � �
� ��	������� Teq = T0(1+zeq) ∼ 1�6� ��� 4�������
� ���	�������
�� 	����� 
���� ��		�
��
� ���� � ���+��� �� �
�� ����� ��������

�����
������������� �� ��������� ��� ������ / ���� 0, 3 �6 O?III ;P$ ��� �������
� �� ��	%
 �
�
� ��� ��� �����
� ���� ���	�� ��� ��	�� ���#�����
�� ���
����� ��������
�
� � � ����	%
 �
���
 ���  ������ ����  ��� .�� 13, 6 �6� ��� ���$ ��� ����$ ��� � ��� .���� #   ������
���� �� �����
� .�� ��  �#�
�� !���� �� ��������� ��� �����
�$ ��� 4�������
� �� ��
���� ��
	�����  �#�
�.�� �������
�$ � �������
 �� ������
 
� ��
��� �
�
� ���� � �������
(�������� ��� ������� ���������� / � ������
�� ��� 4�������
� �� 	�����$ ���� ���5��
�� � ��������
$ ��

� 
���
�� �� ���	����� ����������� �� 	��
��	� �� ���	���
 �� ����
������� �������	�
� O��
���  ����	%��P ������� .�� ��� ������ �� ��
� ���	��� �
 ���	���
���� =G%BI ;� ��� ������ �� ��
� �
����� ���������� �
 	� �� �
 �����	��
��%�� �������� / �� �#�

�	�
� ����	�.�� ����� �������� ���� ���	�� �� �#�
�		�
� �������
� B$C? ; .�� 
��� � �����
� �*��������� ��� ������ ���
� ���	������� �
� �
���� ��� 
������%
���� �� ��	������� �� ������� �� 10−3% �
� �� �#�

�	�
� �������� � ���	���
 ��� ����������
 ��
�� ��>
����� �
��	���
� � ������ ��������

����" #�!������

E��� ��

�
� �
� ����� ������
 .���.��� ���	�
�� ��
���

� ��� ���������� ���	�����.���
��� 
�����
��� &�����
� ���� ��		�
��� �� ���
 �
 ��� ���� �������� �� 	��
��	� �� ��%
������� ���
� ��������� ��� ��
����� � ��
������� ��
� �� ��� �� ������
 Γ �� ���������
����
� ���.���� �� ����	�.�� �� � �������� ��
������� �� �� ��� �����
���
 H �� ��>
������
����.�� .�� Γ < H$ �� ��� �����
���
 ��� ���� ����� �� ������ � ��� ���
�������
�$ ��
�� �� ������� 	�#�
 �� � �������� λ � Γ−1 �����
� ���� ���� ��
� .�� �� �#�
 �� /�  ��
H−1� � �������� �� �������� �� ����� �� ��>
������ "
 ��� .������ ��� ������

1��� 	�
��
�� ���.���� �� ����	�.��$ ��� 
�����
�� �� ������
� �� �������
� �� ��� ������
�
�� �#�� T

ν̄ + ν ↔ e+ + e− 

�������

ν̄ + e− ↔ ν̄ + e− ��5����


1��� ��� �
������ �
��������� � MZ = 91 9�6$ � ������
 �<��� �� ��� �
�������
� ��� ������%
���

���� � G2

F s$ �U
√

s ��� ���
����� �� ��
��� �� 	��� RBCS$R=BS T

σ � 1
3π

G2
F E2

ν O

�������
P O=�B?P

σ � 1
π

G2
F meEν O��5����
P O=�BAP

F



����	��� �� �������� �� �������	�

1��� ��� �
������ ����������� � )�6$ ���.���� �� �� ��� ����
������	�
� �� � ������
 ��

�%
������
$ ��
� � ������
 �<��� ��� ��

�� �� � ���	��� =�B?� �� ��� ��

�������
 nν 〈σv〉$
��������
� ���� ��� �
������ ��	������ �
��� = �� FI 9�6 � T

Γ � nν
1
3π

G2
F E2

ν O=�BGP

� 3
4

ζ(3)
π2

2T 3 G2
F T 2

3π
O=�BKP

� 0, 6G2
F T 5

π3
O=�BCP

�� ��� �����
���
$ ���� �� � ���� �� ��	�
���
 �� �#�

�	�
�$ ���� ��		� T

H2 =
8πG

3
ρ =

8πG

3
ρrad � 8πG

3
π2

30
g∗T 4 O=�BDP

���

g∗ =
∑

bosons

gi +
7
8

∑
fermions

gi O=�BFP

g∗ ��	��
� ��� ������ �� �� ���� �
���
�� ��� ��������� ������������ :
 ��	��
�� ? �	����� ��

�����
��$ ��� �����
�$ �������
� �� �������
�$ �
 ������ g∗ = 43/4 � 10� "
  ��
� H � Γ ���� T

T � π3/2

(√
2

0, 9

)1/3 (
G1/2

G2
F

)1/3

� 6, 5

(
G1/2

G2
F

)1/3

O=�?IP

!��� G− 1
2 � 1, 22 1019 9�6 �� GF � 1, 17 10−5 9�6−2$ �
 � ���
� T

T � 5 − 6 )�6. O=�?=P

�� ����� ��	����  �� ��� � ���������
 
�	���.�� �� ���.����
 �� '���2	

$ ���

� �

��	��� ������ ��� �
�������
� �������
%
�����
� �� 
�����
�%
�����
�$ ��

� RAS T Tνe � 1, 3 )�6
�� Tνµ,ντ � 1, 5 )�6�

������	���
 �������
��  ��� �5������ �
 ������
� .�� ��� 
�����
�� ����
� ����������� �
	�	�
� �� ���������� "�$ � ��	��� ����� �� � ����
�������
 β �� ������	 �
��.�� .�� RCS T

mνe < 3 �6 O=�?BP

���#������� .�� ��� 
�����
�� ��
� ����������� � 	�	�
� �� ��������� ��� ��
� � 	��
�
����-�� �� �� 
�����
� �������
�.���

� 	��� �
 �����
�� ��� ���������
� �� 
�����
�� 	�
��� .�� ��� ���� �� ������ ��.����
��� �
�������
� �� ��� ��
� ��-
���$ ν ′V Oνe$ νµ$ ντ P$ 
� ��7
����
� �� ��� ��� ���� ������� ��
	��� νVOν1$ ν2$ ν3P� �� ����� ���
�  �� � ������ ���5����� �� �
� ��
����	���
 �
�����
> ����� .�� T

ν ′ = Uν O=�??P

��� 	���� Ome$ mµ$ mτ P ��
� ������� �� ���� ������� �� 	��� �� T

mν = U


 m1 0 0

0 m2 0
0 0 m3


UT O=�?AP

��� �
������� ��� ���	������� ���������� ����� 	
�� ��� ���� ��� 	��������� �
���� �����	������ ������
	�
���������

=I



���� �����	��� �� � !�	"���

� 	����� �� 	��
�� > ��� ��	����� �� ����� 
���� �� 	��
��� Oθ12$ θ23$ θ13P �� �
� ����
ϕ �� ����� .�� T

U =


 1 0 0

0 c23 s23

0 −s23 c23





 c13 0 s13e

iϕ

0 1 0
−s13e

−iϕ 0 c13





 c12 s12 0

−s12 c12 0
0 0 1


 O=�?GP

��� cij = cos θij �� sij = sin θij� ��� �������� ��� 	������ �����������
� ������ �� �	�������.��
�� 
�����
�� �
��.��
� .�� RBBS T

∆m2
sol V ∆m2

12 ∼ C 10−5 �62

∆m2
atm V \∆m2

23\ ∼ B 10−3 �62

��� �������
��� �� 	������ �����������
� 
� ��
� ��
�� ��� .���� ��5���
��� ��� ������ ���
	����� ��������� �� ������� �� 	��� ���%	�	� 
���� �� ��
���
�� ��� �������� � ��
�� T

∆m2
sol = ∆m2

12 << ∆m2
atm = |∆m2

23| O=�?KP

���	����
� �� �����
���� ��������� �������� �� 	���� ����� ��� T

• m1 ∼ m2 ] m3$ ��������� �������

• m1 ∼ m2 ^ m3$ ��������� �
������

�� ���
� �� ∆m2
23 �����-� �� �#�� �� ���������� E���
� .�� ���� ��� ���� �#��� �� ��������� ���

	���� �����
� ���� ����
����� �� T m1 ∼ m2 ∼ m3 _ \∆m2
23\�

� ��
���
�� =�?B ����� ��� �� 
�����
� �������
�.��$ .�� 
���� �� �
 ��� ������ �� 	����
:��� ��

�$ ��	��� ��
� ��� ������ �� ∆m2

sol �� ∆m2
atm$ ����	�
� �
 ����� �� ��
���� ��

� ��	��� ���������� ��� ������ �� 	��� ������$ �� ��
� ��� ������ �� 	��� �������� ��

�����
�� νµ �� ντ � :��� ����� �
 ���������� .�� ����
 ����� ��� ���������� � 	�	�
� ��
����������

� ��
���� ������� �� ��������� ����������� ���� �� ��������� ��� �������	�
� ��	��� �
�����	�
��� :
 �5��$ � ��
����
 �� ������ ����
 ��� ��������� ���������� ����� � 	�	� .��
����� �
 ������� � 	�	�
� �� ���������� �� ���
� ��� ������� �
� � ������
 =�?� ���
���
�-� �
 ���������� .�� ��� 
�����
�� ��
��
��
� � �� ��	������ ����	��#
	�.��	�
� ��
���
 ����������$ .����� ����
� �5������	�
� ����������� �� 
�
� !���� �� ���������$ �
  T

p ∼ 1/a O=�?CP

fdec(p) =
1

exp( ap
Tdec

) + 1
O=�?DP

� ��	������� �5������ ��� 
�����
�� ���� ��		� Tν = Tdec/a$ �� � ��
���� �� ��������� ����
��		� 
 ∼ T 3

ν � � ��	������� ��� 
�����
�� �����
� ����
�
� ��5���
�� �� ����� �� ���	
���	����� ��� ���� �� ���������� :
 �5��$ � ��	������� ��� �����
� �����
� ����  ���
���� 	�
��
�� � ���������
 �� ����� �������
%�������
� ��� �������
� �� ���	 ���	�����
��

�����
� ��� ��� �������
�� ��� �����
� �������� �����5�
� ���
��	 �� ��� ���������$ ���
��� 
�����
�� .�� �� ��
� ���������� "
 � ���
� � ������
 �
��� � ��	������� ��� 
�����
�� ��
����� ��� �����
� �
 ������
� � ��
�������
 �� ���
������� � ��
���� 
 �� � ��
���� ���
����� ρ
��� ��������� ����������� ��������
� R=CS T

ρ =

{
π2

30 gT 4  ���
�
7
8

π2

30 gT 4 ���	��
�
O=�?FP

==



����	��� �� �������� �� �������	�

��

n =

{
ζ(3)
π2 gT 3  ���
�

3
4

ζ(3)
π2 gT 3 ���	��
�

O=�AIP

"
 ����� ����$ ��� �Vρ/3 �� �
 ������
� =�BI T

s =
S

V
=

4ρ
3T

=
4π2

90
g∗T 3 =

2π2

45
g∗T 3 O=�A=P

�� ���	� g∗$ ��-
� �.����
 =�BF$ ��	��� ��� ������ �� �� ���� ��� ��������� ������������ !�
�
��

�������
 �������
%�������
$ ��� ��������� ����������� �
 �.���� �� ��
� ��� �����
� OB ������
�� �� ����P$ ��� �������
� �� �������
� OB ������ �� �� ���� ����
P� "
  ���� g∗ = 2 + 7/8.2.2 =
11/2� !���� ��

�������
 e+e−$ �� 
� ����� ���� .�� ��� �����
� �� g∗ = 2� :
 �����
� �
��
�������
 �� ���
������ �
� �� ����	� a3$ �
 (

2π2

45
g∗T 3a3

)
�
�

=
(

2π2

45
g∗T 3a3

)
����

O=�ABP

!�
� ��

�������
 e+e−$ � ��	������� ��� 
�����
�� ��� � 	�	� .�� ����� ��� �����
��
��

������
 e+e− �����5� ��� �����
�� ���� ��	������� ��	�
�� ���
 ������ (11/4)1/3 $
�
��� .�� ����� ��� 
�����
�� ����� �
��
���� "
  ��
� T

Tν =
(

4
11

) 1
3

Tγ O=�A?P

!��� Tγ = 2, 73 ;$ �
  Tν = 1, 95 ; V 1, 68 10−4�6� � ��
���� ��� 
�����
�� �������� O���� =
�	����P � �����.�� ������� ��� ��
� �� T

nν =
3
4

ζ(3)
π2

2T 3
ν 0 O=�AAP

=
3
4

ζ(3)
π2

2
4
11

T 3
γ O=�AGP

= 112 cm−3 O=�AKP

�� ��� 
�����
�� ��
� 
�
 ������������ � �����.�� �������$ ���� ���� ��
���� ���
����� �������
��� T

ρν =
∑

mini O=�ACP

�� ��
�

Ωνh
2 =

∑
mi

94, 1 �6
O=�ADP

� 	����� �� � ��
���� ����� �� ��>
����� ���	�� ��
� �� ��
���
��� � 	��� ����� ���

�����
��� ��� 	������ �������� ����������
� Ω = 1 �� �VI$C� "
  ��
� T∑

mi < 46 �6 O=�AFP

�� ������� ��� ��	�.� �� � ��
� �U � ��	��� � �������
 �� � �#
	�.�� �� ��>
����� ���	��
�� �������� ��� ��
���
��� ������ ��� � 	��� ��� 
�����
���

���� �
��������� ������ ��� ������� ��
��������
�� �� �������
� ��	
���� ��� ����� ��	������� � 810−3�� 	
��
�� �
��� ��� �������
��

=B



���� �����	��� �� � !�	"���

E���
� .�� � ��	��� � ��
�� ��
���
� ��� 
��%
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�����
�� ������$ �����
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� �  �

� �������� ���%�%��� ��� �
�������
� �� ���� �� ��� 
�����
��
��
� ��� ��������� �� )*��
$ ��� 
��%
�����
�� �� ��� 
�����
�� ��������
��
� � � 	�	�
��������� � ��	��� ���
� ���� �
 ��	��� ���� ��� 
�����
��� ����
�
� �� ��� 
�����
�� ��
� ���
��������� �� (���$ ��� 
�����
�� ������ �� ��� 
��%
�����
�� ������ 
��
� �� �  �

� ���������
� ���������
 �� ��� ��������� �� ���
�������
 �� �� ��� ���� ���
��� ���
 ������ m2/E2 ��
������ �� 
�����
�� #
� �  �

� ��������� ��� 
�����
�� ������ O�� ��� 
��%
�����
�� ������P
�
� ��
� �
 ��� ���
�������
 ���� �� �� .�� ��� 
�����
�� ������ O�� ��� 
��%
�����
�� ������P
�� �� ��������
� ���� �X� �� ����� ��� ���������� "
 	�
��� ���� .�� ���� ��
���� ���
����� ���

����� �� RDS�

(�� ��
���
��� �
���� ���� ������ �����
� ���� � ��
��� �
 ��
�����
� ���
4��
�� ��� 
��%
���
�� ��� � ���	���
 ��� ����������� :
 ����������$ � ��	 �
���
 ��� 	������ �� ��������
@)!1 O@��8�
��
 )����N�� !
�������# 1�� �P ��� ��� 
���������� �� �#�

�	�
� �������
��� ������ �� ������� �� �����
�� �� � 	����� �5������� �� ���������
�� B��9&� O�N� (�%
���� ����� 9��# &������� �����#P ��

�
� RBDS T∑

mi < 0, 7 �6 O=�GIP

����� ��	��� ��� ���� ����������� .�� ��� ��
���
��� �������	�
� � ��
��� �
 � �������� :���
�������
�$ ��� ��� ��

��� ������ �� ������� ��� ���������
�$ �� ������� ��� ������ �� � 	���
� ���� ������ 	V	�Om1$m2$m3P� "
 ����$ �
 �5��$ ������ �
 ��	 �

� ��� ��	���� ������ ���
�������
��� �� ���	������ �� �����������
 �� 
�����
�� T

0, 04 �6 < m < 0, 7 �6 O=�G=P

� ����� �� m ��� ��
� ��
��
�� �
� �
 �
������� ���
����
 �
 ����� �� ��
�����

����$ %�&�����

#�������� �� ����4�����

�� 	����� ��
��� ���	�����.�� ���	�� �� ��
��� ��	��� ��� � �������
� T �����
���

�� ��>
�����$ �� �
�
�� ��� ���	�
�� ������ O
������#
�����P$ ��������
�� �� ��
� ��5�� ���%
	�����.����� ����
�
�$ �� �� ����� ��� ��� ��	�� ��
�	�
��� ��
� 
� ���� �����		���� ��
	����� ���	�����.�� ��
��� T

❏ -����9�� �� �� �������� / �
 ���� ������ ���.����
 =�=A �
 ���
� Ω(t) = Ωm(t) +
Ωrad(t) + ΩΛ(t) T

k

a2H2
= Ω(t) − 1 O=�GBP

:
 ������
� ��� �.����
� =�=A �� =�=G$ �
 � ���
� T

Ωk(t) = 1 − Ω(t) =
1 − Ω

ΩΛ a2 + Ωm a−1 + Ωrad a−2 + 1 − Ω
O=�G?P

1�
�
� � ���� �� ��	�
���
 �� � ������
$ �
 

|1 − Ω(t)| =
|1 − Ω|
Ωrad

a2 O=�GAP

��� 	������ �������� �
��.��
� .�� Ω ��� ������ �� =� "�$ � ��� �� � 	����� �� �����
���
$
Ω(t) ����� �����
� �� =$ |1−Ω(t)| ��	�
�
� ��		� a2� ��� ���
�-� .�� � ����� �
�����

=?



����	��� �� �������� �� �������	�

�� Ω(t) ���� ���� *����� � �
� ����� ������ �� = ��� �
� ��������
 �����	� O-
� ��
�
�P�
:
 ����������$ � �����.�� �� � 
������#
�����$ �
 ���� ���� |Ω(tBBN ) − 1| ∼ 10−15� �
����� �� Ω(tBBN ) ���� ���� *����� ��� =G ���5��� ���
�-������

❏ -����9�� �� ������������� / � ����
�� dH � ���� ��
�� .�� � ��	���� �� ��������
��� ������ ���	#�� ��� ����	������� "
  T

dH(t) = a(t)
∫ t

0

dt′

a(t′)
∼ RH O=�GGP

!� ����� �� �����
���
 �� ��>
�����$ ��� �����
� ������� �� ��� ����
��� ���� ��
���
.�� ������2�
 ��� ��������� 
��
� *	�� ��� �
 ��
��� ����� :
 ����������$ � �����.��
�� ��������� ��� �����
�$ � ����� ���
� �����
 ������� ��� dH(tdec) ��� T

dH(tdec) = adecH
−1
0

∫ adec

0

da

a2
√

ΩΛ + Ωm a−3 + Ωrad a−4 + Ωk a−2
O=�GKP

��
��� δθ ����%��
�� �� ������2�
 �
� �� �#�

�	�
� �� ��
� ���	�����.�� ��� ���
� �
����� �� � ����
�� 
������ DA� :
 ������
� �����������
 �� � 	���.�� �&@$ �
 ������
.�� � ����� ��
������ δl ���
 � *�� �	���
� �� � ��	���� � ��	�� te O�.��� ��������
�
�
 ������ ��������� aeP ��� T

aerdφ = dl O=�GCP

����� ������
 ��-
�� � ����
�� 
������ DA = aer� � ����� 
������ δθ ��� �.�����

��� ��#�
� ��� 2�
�� ������ � 	�	�
� �� ��������� ��� �����
� ��� ��
� T

δθ =
dH(tdec)

adecr(tdec)
O=�GDP

��� r(tdec) =
∫ t0
tdec

dt′
a(t′) V η0 − ηdec$ .�� ��� � ����
�� ��	� ��� �� � ������ �� ���
����

��5����
� "
 � ���
� 
�	���.��	�
�$ ��� Ωm = 0, 3 �� ΩΛ = 0, 7$ δθ � 2◦� �� �)' ���
��
� ��	���� �� ������� �� 104 2�
�� .�� 
��
� *	�� ��� �
 ��
��� ����� ��		�
� ���
2�
�� �����
�%����� ���� � 	�	� ��	������� ���� .������� 
��
� *	�� ��� �
 ��
��� Y

❏ -����9�� ��� ����%��� �����'�� / ���� �� �����������	�
� �� ��>
�����$ ��� ��
�����
�
�� ����� �
� ���� ��� ������ ��������.���� :
 ����������$ ���� �� �  ������ �� � �#	�����
9>�$ ��� 	�
������ 	�
���.��� ��
� ��������� ��� ������ �
��.��
� .��$ �#��.��	�
�$
����  �
�
�� ��� ���� ������ .�� ��� ��	���� � �������

������

���
4���
 ��� �
 	��
��	� .�� ���	�� �� �������� ��� ��� ��	�� �� � ���	������ ��
%
���� H� ������ ��� �� ��� .�� �� ��� ����
��� ��#��.��� � V λ$ �U λ ��������
� � �
� ����
��
��	� ���$ ��	�
��
� ���� �����	�
� .�� ������2�
 H−1$ ���� ��� �����
� �����	�
� ��

��%
���� �����
� ���� ���� ��
��� .�� ��>
����� � ���� ��� �� ���������$ ����� �
4���
$ ���	��
��
� �������.��� ����	���
���� �� ����������� �� ��>
����� � ���� ��� � ��
�����
 ���� .�� ���
����
��� ��#��.��� ��	�
��
� ���� �����	�
� .�� ������2�
 ������� T

d

dt

( a

H−1

)
= ä > 0 O=�GFP

����
��!
� ��� 	��������� dH �� �� ��
� �� "����� RH �
�� � 	��
�� ��� #�������� ���������� ���
����� � ��� 
�
���	�� ��$������� %� 	�������� 
� &���'� ��� �&�� a ∼ tn� 
� � dH ( RH �)*+��,� -�� ��� #�������� �
.�������
	
�� �� /��&��� �
���� 	�� �� �������
�� 0
�� �� /��&��� �
���� 	�� �� �������� 
� � dH ( 1RH �

=A



���� �����	��� �� � !�	"���

����� ���
���� �.����
 ������ � ��
�����
 ��
� ���� .�� ���
4���
 �� ��������� :
 ������
�
���.����
 =�K$ � ��
�����
 ���
4���
 �� �������$ �
 ������
� .�� � �#
	�.�� �� ��>
����� ���
��	�
�� �� �
� ��	���
�� �� ��
���� ���
����� ρ T

ρ + 3p < 0 O=�KIP

����� ��
�����
 
���� ����-�� .�� �� �� ��	���� ����� w ��� �
������� � %=L?� ��� ����� ��
��	�
���
 �� � 	����� �� �� ��	�
���
 �� �#�

�	�
� 
� ������
� �� � ����� ��
�����
�
! ����� �����	���$ ��
������
� �� �� �U � 	����� .�� ������ �����
���
 �� ��>
����� �������
�
 ��	���� ����� w ��� .�� wV%=� "
  �� .�� ���
 ������ ���� ��� � ���	� �� ��
��
��
���	�����.�� �
� �.����
 ����� ��	������ "
 
��� .�� �� wV%=$ ���� �
 ������
� 1.11$ ρ V
����� ���.����
 �� �����	

 =�G �����
� ���� T

H2 =
(

ȧ

a

)2

= cste O=�K=P

"
 � ���
� ����  ∼ eHt$ �� RH ∼ cste$ ��		� �
��.�� �
� � � �� =�=�

E��� �����
� �
� � ������
 ����
�� .�� � �#
	�.�� ������� � �
 ��	� ������ ���	��
�� ������� � ��
�����
 ���
4���
 ��� w � %=� �� ���
���� �� ���
4���
 ��� �� �������� ��������
��
���
 ��	� ������ .��  ������
� �
� �� ���� � �#
	�.�� �� ��>
������ (��
� ����� �������
�����
���
  ��� ����
�
������� ��� 4�������
� 	���������.��� �� ��	� ������ �
� ���� ���
��
4��� *��.���� �������� 	��������.��� O���	�����.������P� � -���� =�= 	�
��� ����������

���
� ������ ���
$ �� ��
����� ���
�� ��	� ��� λ$ ����

� ����� � ����� �� ���
4���
� ����
��� ����� �� ��	�
���
 �� � 	����� �� �� �#�

�	�
�$ ������2�
 ���+� ���� ���� .�� �� ������
���������� ��� ������ ���
� ��
� ���� ����������	�
� �������� �� ������2�
$ �� �������

�
�
������� ��� ������ ���
� �� ������ ��
����� ���
�� ��
���
� ���� �X� .�� ��� ������ ���
� ��
��
�� ��
����� ���
���

����	�
����
 �� ������ ��������� ��� ���������� �� �� 
�	 �� E$ ����� �$����$ ��-
�
�� a(tf ) = a(ti)exp(N) �U ti �� tf ��-
����
� ��� �
��
�� ��������
�
� � �� �� �� � � -
 ��
���
4���
� "
  ���� T

|1 − Ω(tf )| = |1 − Ω(ti)|e−2N −→ 0 si N 	 1 O=�KBP

���
4���
 �5�� ��
� �
 	�#�
 ��� ��
�� Ω = 1 �
����
�		�
� ��� ��
�����
� �
������ ������
.�� E ���� ���2 ��
�� ��� ����� ������ � �
�������� � ��� ��� ��
�����
� �
������ 
�������
�
���� �� =G ���5��� ���
�-������ �� ��� ��	� �� ������2�
 ��� ��
� ������ �� ��� �� �����
���

������	�
�.�� �� ������ ���������� !�
��$ ��� ��5���
��� 2�
�� �� 2◦ �� �)'$ .�� 
� ��
� ��
�
 �
�������
$ ����
� �
 ��� �
 ��
��� ���� �
� ���
4���
� � ����� �
 ��	��� �� � ����
���
4���
 �
� �� ����� �� ������2�
 ��� ��������� dH ��
���� � T

dH(t) ∼ eN

a(tf )H
O=�K?P

1��� E ��<�		�
� ��
�$ dH �
��� � ����	�
� ��>
����� � ���� ��� (� � 	�	� ���
$ ������
��� ����.��� �����
��� �
� ���
4���
 ��
� ������� ���� �� � ���� �����
���
�

=G
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���� =�= W �"����	�� �� �� ��	��� �� � ���	#�� �����	�� �� �����	�� �� ������� � �������� %� ��	��� ��
�� ���������	�� ����	����� ��"	���� ���� ����� ��� � ���	#�� & � 	������ asortie� %��� ��� ������
�� ���	���	�� �� �� ���	��	�� �� �� �� ���	
��' �� ������� � ������� ���(� ��	�� "	�� ��� �� ��	���
�� � ���	#��� %� ���������	�� ����"	��� ������� ������ ���� ��� ��������� ��� � ���	#�� & � 	������
aentre�

"8����%�� �� ����4�����

�� ������� ���
4���
 ������� .��$ � �
� �����
� ���.��$ � �#
	�.�� �� ��>
�����  ���
��	�
�� �� �
 ��	� ������ φ� � �������� ������� � �� ��	� ��� ������ �
4��
� � 
����
����� �� ���
4��
 ��� �
��

��$ �� 	�	� .�� ��������� ���
����� � �.����� ���
4���
 ��	�
� �
�#
	�.�� �� ��>
������
�� �
 
��� 6OφP �� ����
���� �� ��	�$ ���.����
 �� � �#
	�.�� ������� T

φ̈ + 3Hφ̇ + V ′(φ) = 0 O=�KAP

�U �
  ���� dV
dφ = V ′� ��� �.����
� ��:�
����
 ��

�
� T

H2 =
8
3
πG

(
1
2
φ̇2 + V (φ)

)
O=�KGP

Ḣ = −4πGφ̇2 O=�KKP

� �#
	�.�� �� ��>
����� ��������
� ���� � ����� �	����� �� �
� �������
 �� �
� ��
����
���
����� ��

�� �� T

ρ =
1
2
φ̇2 + V (φ) O=�KCP

p =
1
2
φ̇2 − V (φ) O=�KDP

���.����
 �#
	�.�� =�KA �� ������� T

ρ̇ + 3H (ρ + p) = 0 O=�KFP

=K



��)� *�����	�� ��� ����������

����.�� ���
����� ��� ��	�
�� �� �� ����
���� V (φ)$ �
  p � −ρ� "
 � ���
� ����$ ������ =�KC
�� =�KD$ ρ � ��
��
�� �� H � ��
��
��$ �� .�� ��
���� � �
� ������
�� ����
�
������ �� ������
���������� E���
� .�� �� ����
���� 6 ��� ��	���
� � ��� 9�64� ��������� ���
����� ������� �
���
4���
 ��������
� ��
� � V 1/4�

� ������ ��� 	������ ���
4���
 ������
� � ����� ��
�����
� ������� ��
�����
� �� �����%
	�
� ��
� O`���N ����aP R=DS RBIS�

• � ���	���� ��
�����
 ������� .�� �� ��	� φ ���� ��<�		�
� ��
��	�
� � ����� ��
��	��� ��� �	���.�� .�� �� ���	� φ̈ ���� ���� 
������ �
� =�KA �� ��
� .�� �� ���	� ��
����� V ′ ��	��
�� �� ���	� �� ��	��	�� 3Hφ̇ �
� =�KA T

V ′ � 3Hφ̇ O=�CIP

• � ����
�� ��
�����
 ������ � 
�������� ������ V (φ) 	 1
2 φ̇2 ���� .�� � ���� ���
4���


�������� ���.����
 =�KG �� ������� T

H2 =
8
3
πGV (φ) O=�C=P

"
 ���� ������ ���� T

φ̇2 � V ′2

9H2
� V ′2

24πGV
O=�CBP

� ��
�����
 V (φ) 	 1
2 φ̇2 �� ������ �� T

1
48πG

V ′2

V 2

 1 O=�C?P

"
 �����	� ����� ��
�����
 � ����� �� ��	���� �� �����	�
� ��
� ε ���� � ���	� T

ε =
1

16πG

(
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 ���	�� �������� .�� �� ��	� ������ ���2 ��
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 .�� �������		�
� � ����� �� ��	���� η T
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ρ(x) = ρ̄ (1 + δ(x)) O=�CKP
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∫
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n = 0.905, b = 1.24
Ωbh2 = 0.020, h = 0.63
ΩΛ = 0.62, Ωm = 0.38
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ds2 = a2(η)
(−dη2 + γijdxidxj + hµνdxµdxν

)
O=�D?P
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 ����� ���� �
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� ��
�
����������� �
� ����� *��� �� ���� ����
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	�.�� ��� ������ ���
� ��� � ��
�� �
 ������
� ��� �.����
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Gµν = 8πGTµν → Ḡµν = 8πGT̄µν �� δGµν = 8πGδTµν O=�DGP
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2
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ζk ζ∗k′
〉

= |ζk|2δ3(k − k′) O=�DFP

Pζ = 4πk3|ζk|2 O=�FIP
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ε
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)2 ( k
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O=�F=P

�U ns ��� ����� �
���� ������� ������� ns ��� ����� �� ��	����� �� �����	�
� ��
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ns � 1 − 6ε + 2η O=�FBP
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� ������� T

r =
At

As
= 16ε O=�FKP

� ������
 =�FK �� ������ �� �
� ��
���
�� ��� �� ������ ��� ��
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�� ���	� Πµ
ν �������
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��� ����
 ������ �� ��
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∣∣∣∣
ρ
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∣∣∣∣
ρ
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=

3
4

δρr

ρr
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=
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�� ������� �� �����
�� �� 	����� ��� ��
� ��� � ������� ��� ������ ���
� ���	������� PA T

〈
δ(k)δ(k′)

〉 ∼ k4
〈
Φ(k)Φ(k′)

〉 ∼ k4T 2(k)PA O=�==AP

�� ������� �� �����
�� ��� ������ ���
� ������� �
������ ����� �� ���
4���
 ��� �� �#��
PA ∼ kns−4$ ��� ns ������ �� =� �� ������� �� �����
�� �� ����� PA ���� ��
� �
 kns−1�
1��� nsV=$ �� ������� ��� ��� �
���
� ���������� �� ������� �� �����
�� �� 	����� ������� T

1��� k 
 ke → 1O8P ∼ kns

1��� k 	 ke → 1O8P ∼ kns−4 (ln(k))2

����$ ������� ����� (��!��

�� ��� 
�����
�� 
� ��
������
� �� ������
���� �� � 	����� 
����$ ��� �
� .�
� 	�	� �
�
�
4��
�� ��� �� ��������� �� ���	���
 ��� ����������� � �� �� 	��� �� � .���  ��
�� ���
%
�������
� ��� 
�����
�� ��
� .�� � ����
�� .����� �������
� �
� �
������ λf O���� ����	�
�
����P ��� �	����
��� ��� ��
����� �� ������ ���
� �� 
�����
�� �� ��
������ ���
��� �
���������
� λf ��
� ���� �5���� �� ��� �� � ��5����
 ������� � ������	�
� ��� 
�����
��� (� ����$
� ��� 	�	�� ��������$ � ������
�� ��� ������ ���
� ��� ����� ��	���
��� O	����� 
����$
 �#�
P ��� ���
��� �� ��� .�� ��� 
�����
�� 
� ��
��� ��
� ���� � ����
���� ��������

���

����.�� ��� 
�����
�� ��
� �����������$ � ����
�� .����� �
� �������� �
� �
������ λf ���
������ �� ������2�
� 1���$ �����%�� ��	�
�� �
� ���� .�� ��� 
�����
�� �����

�
� 
�
 ������������
��� 
�����
�� ��	 �
� ���� �
� ��� ����� �� ����
����� ����� �� ��� ����� ��	���
���� �� �� ��
������	�
� ��� 
�����
�� ���
�� ��
� ��� ������ ���
� �� �������� �
��������� � λf � 1��� �
	��� ��� 
�����
�� ��� �� ��$ ���� ����%�� ��5���
� ��
���	��$ �� ���� ��� 	���� ���� ���.����
�� ������� �� �����
�� �� � 	����� �����
�� ��
� ������� ����
�
�$ ���� ��� 
�����
�� ��
�
	�����$ ���� ���� �
4��
�� ��������

���� ��� �	����
��$ �� ���� ���� �5�� ��� �� ������� ��
�����
�� ��� 	�.��� :
 ����������$ �����
����
 �� ������� �� ������� �������� ��� ����
�
���� 	�.��� .�� � 	��� ��� 
�����
�� ��� �	����
��� ��� �5�� ��� �������� -���� =�A�

	
� �� ���������� ������� �� ���������

�� 	� ���� ���#� ���
�����	�
� ��� ��� ������
��� R=S RGS RKS R=?S R=AS R=GS R=KS RBFS R?IS ����
� �������
 �� ����� ������

BK
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���� =�A W %� ���� �� ����� ������ � 	����� ��� �����	��� ��� �� ������� �� ��	������ �� ��
���	
��� %� ������� �� ��	������ �����	� & �� ���
�� ��6 ������(� �� �	�� ����	���� % �:���
�� �����	��� . � ; <'9 �= ��	��	����' � ; �'< �= �	���1 	���	� ��� ����� �� ��	������ ��, ���	���
���������
0 ���	��' �� ������ � �"����	�� �� �� �	������ ��������� ��� ��� �����	��� .���� ������	� �����1
�� �����	�� �� ���� ����� . � ; <'� �= �	����' � ; �'< �= ��	��	����' �� �;�< �= ��	��	����
�	���� 1 �	��	 ��� �� ��	��� �� � ���	#�� �� �����	�� �� ������� � ������� .�	�� ����	���1�

����� ,������ �! ��-�������� +������

9	�N$ �
�� .�� !����� �� /��	
$ �
� ��� ��� ���	����$ �
 =FAD$ � ���� ����	� � ��	��%
����� �� �#�

�	�
� �������� �� 
� ��� .���
 =FKG ����
�
� .�� ��� ����
�	�� !� 1�
2��
�� &� @����
 	�����
� �
 ����� ��  ����$ �
�����.��$ ��� ���� ����	����� ��  ���� ��������
%
��� � �
� ������ �������� �� ��	������� 3, 5 ± 1, 0 ;����
� !� 	�	� 	�	�
�$ � 1��
����
$ ��
������ �� ��������� �� &� (��8� � ��� ��		�
�� � ��
��������
 �� ��
 ������ ����	���� -

�� �������� �� �#�

�	�
� �������$ ����.����� ����
� �� ���� ��

���
�� �� ������� ��  ����
�
�����.�� 	����� �� 1�
2�� �� @����
� H�� ��	�����
� ���� .�� 1�
2�� �� @����
 ��� ���
�
���
������

�� �#�

�	�
� ������� ��� � ���
���� �� ���� ����	�.��	�
� ���� �� ��>
������ :
 �5��$
����.�� � ��	������� �� ��>
����� ���� ���� ������$ �������
� �� �����
� ����
� �
 �.���� ��
����	�.�� ��� �� �#�

�	�
�� �� ������� �� �#�

�	�
� ��� ��
� ����� ���
 ����� 
���� 1���$
����.�� � ��	������� �� ��>
����� �����
� ��<�		�
�  ���$ ��� �����
� �� ��� �������
� ��
��	 �
�
� ���� ���	�� ��� ��	�� ���#�����
�� �� �#�

�	�
� �� �������� ���� �� � 	�����$
���� �� ��������� � ��� �� � 	����� �� �����
���
 �� ��>
������

1��� �������� ��� ������$ �� ���	� �� ����	 �
���
 ��������
� � � ���	���
 ��� ��	��

�-� #�
�	� ����� �
������� �� 7� 8��4�� 0� 0������� 0� 7
�� �� 8� 9��4���
��

BC



����	��� �� �������� �� �������	�

���#�����
�� � ������
 ������� � � ���	���
 ���#�����
� ��� T

p + e− ↔ H + γ O=�==GP

� ��
���� �� ��������� 
�
 ����������� ������� R=CS T

ni = gi

(
miT

2π

) 3
2

exp

(
µi − mi

T

)
O=�==KP

�U � �����
� ��� ������ �� �� ���� �
���
�� O�VB ���� �
� �������� �� ���
 1
2P� :
 ������
� �

��
�����
 ���.���� �� � ����� ��� ����
����� ���	�.���$ µH = µp+µe$ �� �
 ������
� � ��
�������

�� � ����� �������.��$ np = ne$ �
 � ���
� T

nH =
gH

4
np

2

(
meT

2π

)− 3
2

exp

(
B

T

)
O=�==CP

�U ' ��� ���
����� �� �����
 �� ���#�����
� T B = mp + me − mH = 13, 6eV � !��� ���
� ���
gH = 4 �� ne = np = xnB = x(np + nH)$ �� ������ ��� nB = ηnγ �� nγ = 2ζ(3)/π2T 3$ �

� ���
� ���.����
 �� �� T

1 − x

x2
=

4
√

2√
π

ζ(3)η
(

T

me

) 3
2

exp

(
B

T

)
O=�==DP

���.����
 �� �� ���	�� �� �����	�
�� ����������
 �� � ������
 ���������
� ��
���� x �

��
����
 �� ��������� "
 ������ .�� � ����	 �
���
  ���� � �
 �������� zrec ��	���� �
��� =BII
�� =AII�

�� ��������� ��� �����
� ��������
� .�
� � ��� � 	�	�
� �U �� �� �� ������� 	�#�
 ���
�����
� �����
� ���� ��
� .�� �� �#�
 �� /�  ��� "
  ���� λγ = Γγ

−1 � H−1� �����������

�� ��� ���
�������
 �� � ��5����
 ���	��
 T

γ + e− ↔ γ + e− O=�==FP

��� ��

�� �� Γγ = xneσT � "
 ���� .�� ���
   ����
 �� ������	���
 �� � ������
 �� 	�����
��
���� � ���� �����	�
�� ���
��
� ��������
�
� �� ���������� :
 ������
� ���.����
 �� ��$
�
 ������ R=CS .�� �� �������� �� ��������� zdec ��� ��	���� �
��� ==II �� =BII� E���
� .�� ���


� ���� �� �
 ���
���� �������� � ������
 �� 	����� ��
����  ��� ��� ���.����
 �� ��$ �����
���
���� ������
� .�� ���
 ���� � ���.���� �� ����	��#
	�.��� 1��� �����	�
�� ����������
 ���

�#���	� ���� �.���� ��$ �� ��� �������� ���.����
 �� '���2	

� "
 ����-� �
 ��� R=CS .�� ���
������ �5������ ��� ���.����
 �� �� ��

�
� ��  �
� ���������

� 	����� �� ������� �� �)' �� �H&!� O�� H
��&�� ! ������ ������������	����P$ �

��� �
����	�
�� �� �������� �"':$  	�
��� .�� �����%�� ���� �
� ��� �� ����� 
��� �� ��	�������
T = 2, 728 ± 0, 004K$ �� ��$ � �
� ��������
 �� ������� 10−5� �� ������� �� �#�

�	�
� �������
�� ��>
����� ��� ��
� �
 ������� ��
�8��
$ ����� � ���� �� 	�	� �#�� �� ������� ���	���
� ��
���������� �� �#�

�	�
� ����	�.�� ��� � *��� �� 
���� .�������
 b H� ���� ��	 ��� ����
�
�
���


� .�� � ���	� �� ������� 
���� �� ��� ������ � 	�	�
� �� ���������� �� ���
���
���
� �������.�� �� ��� .�� �� ������ η−1 �����
% �#�
 ��� �� ������� �� 1010� !����$ ����� �
�
�
-	� ������
 ��� �����
� ���� ���� ��� ������ �� �� ��� �������
� �� ��5����
 ���	��
� ��%
��
�
�$ ��� �5��� �
����� �� ���#�����
�$ ��
�����
� �#	
$ �����
� ������ �� � ����� ����
���.��
�� �� �������� (
� ����� 2�
� �������� ���
 �� 	��	�	$ ��� �����
� �����
� ���� �
�

BD
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���� =�G W 0 �����' �"����	�� �� �� �����	�� �� ���	
�� 	��	�� �� �����	�� �� �����	��� 5� � ��	�
Ωbh

2 = 0.024� 0 ���	��' ������� �>������� ��� *�/0+� *	��� �����	�� & ����	� ��� ������� ��
2?3� %�� ������ � ������ ������������� & ��� ��"	��	�� �� ± 4<< σ� %� ������ ���������� �� �����
��	� �� ����������� � ; )'@)AB�

��
���� ������ �� ����� �� ���#�����
�$ �� �����	�
� �������
� 
� ���
� ����� � ��
�����
 .��
���� ��� ��	� O��
�����
 2s → 1sP ��������
� �*�������� � �
� ���.��
�� �� ������� �� =III
9/2� ����
�
� �����  
�� �� ���.��
��$ ��� �����	�
� ��
�	�
�� �� ���	�����
 �����.��
��
�
� .���	�
� �	����� �� � ��������
 �� �)' RBKS�

&�����
� ��		�
� ������ � ��	������� �� � ��
����
 �� ������ ����
 ��� �����
� ����
�� ���������� ��� �����
� �� ������
� �� ��
� �� �������.���� ���.����
 �� � ��*������� ���
��

�� �� T

p0 dpσ

dη
+ Γσ

µν pµpν = 0 O=�=BIP

��� ����� �#	 ���� �� �������5�� 
�
 
��� ���� �
� ���	����� ������� �� � 	����.�� �&@ ��
� T
Γ0

0 0 = a′
a $ Γ0

i j = a′
a δij �� Γi

0 j = a′
a δi

j � ���
����� ���
� �������� 	������ �� �
 � ��������
#
� �
� .����������� uµ ��� : V uµpµ$ ��� uµuµ = −1� 1��� �
 � �������� � �����$ �
 
uµuµ = u0u0 = −1� (� ����$ u0 = dη

dt = a−1� "
 � ���
� ��
� u0 = −a$ �� E = −ap0� ���.����

=�=BI ������� ��
� T

dp0

dη
+ 2

a′

a
p0 = 0 → a2p0 = cste → a E = cste O=�=B=P

���
����� ��� �����
� �����+� ��
� �
 =L�
����������
 �� � ��
����
 �� ������ ����
 ��� ��

�� �� ���.����
 �� ��������� R=CS T

p0 ∂f

∂η
− Γi

µν pµpν ∂f

∂pi
= 0 O=�=BBP

BF



����	��� �� �������� �� �������	�

���� �
 ��������
� �����������
 ��� �#	 ���� �� �������5�� T

p0 ∂f

∂η
− a′

a
p0pi ∂f

∂pi
= 0 O=�=B?P

:
 ���
� p2 = δijp
ipj $ �
  ∂p

∂pi = δij
pj

p � :
 ������
� ������ ��� pµpµ = 0$ �
 � ���
� T

p0p0 = −pipi → g00

(
p0

)2 = −gijp
ipj → −a2

(
p0

)2 = −a2p2 → E2 = a2p2 O=�=BAP

�� .�� ���	�� �������� T
∂f

∂η
− a′

a
E

∂f

∂E
= 0 O=�=BGP

����� �.����
 ��� ����-�� �� ��� ��
����
� �� �#�� f(Ea)� "�$ �
  �� .�� : V���$ �� .��
	�
��� .�� T

f(E) =
1

exp(E
T ) − 1

O=�=BKP

��� T = Tdec/a� � ��	������� �� �)' �����+� �
 =L �� � ���	� �� � ��
����
 �� ������ ����

��� ��
�������

����� .��(��'���� ��� ��������'���

��� 
���������� �� ��	������� ��
� 
����� ∆(n) ≡ ∆T
T (n) �U n ��������
� � � ��������


��� �������
� ��� 
���������� ��
� ����	������ ��� �  �� ��� ��	�
�.��� ������.��� T

∆(n) =
∑
l,m

almYlm(n), O=�=BCP

Y m
l ��
� ��� ��	�
�.��� ������.���� ��� ���<���
�� alm ��
� ���� ��� ��� ��� ��������

�
����
�
��� �� 	�#�

� 
����� ����������� �� ��>
����� �	���� .�� � ���
��
〈
alma∗l′m′

〉

�

����
�� �� �� 	$ 	�� .�� �� l$ ����� � ���� �� ��������� 
������ ��� ������ ���
�� "
 �����
��
�

〈
alma∗l′m′

〉
= Cl δll′δmm′ � Cl �����
� �� ������� �� �����
�� 
������ ��� 
����������� H�

��� ����� � � ��
����
 �� ���������
 � ���� ���
�� C(θ) T

C(θ) = 〈∆(n1)∆(n2)〉 O=�=BDP

=
∑
lm

∑
l′m′

〈alma∗l′m′〉Ylm(n1)Y ∗
l′m′(n2) O=�=BFP

=
1
4π

∑
l

(2l + 1)ClPl(µ) O=�=?IP

�U �
  ���� µ = cos θ = n1.n2 �� ������� �� ������	� ��������
 ��� ��	�
�.��� ������.����
��� ���	�� Pl ��������
��
� �� ���#
X	�� �� ����
����

"
 ���� 	�
���� .�� ��� alm �����
� �
� �������.�� ������

�� :
 �5��$ �
 ��� .�� �� ��	�
�� ��	������� ∆ ���� ���%	�	� �
� �������.�� ������

�� ����� ��������� ������� �� � 
����
������

� ��� ������ ���
� ���	�������$ ����� � ���� �� ���
����
�
�� ��� 	���� �� ��������
� ��� �� ���  ����� p ������� � ��	� �� ��	������� ������� ��
� T

p ∼ exp(−1
2
∆TC−1∆) O=�=?=P

?I
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� 	����� �� �����
�� � ��� ����
�� �
� ������� ��	�
�.��� �� ������� C−1∆$ .�� ���%
�����
� � �
� ��
�������
$ �� �	�
� � �
 ������� �
� ������� ��	�
�.��� �� ���������	�
�
��� 
���������� �
 ��	�
�.��� ������.��� ��
���� ���� � T

p ∼
∏
lm

exp(−|alm|2
2Cl

) O=�=?BP

��� 	�
��� .�� ��� alm �
� ����	�
� �
� ��������.�� ������

�� (� �� ���
� �� ���$ �����
���
���	���
 �
����� �
� ��� alm ��� ��
��
�� �
� �� ������� �� �����
�� 
������ Cl�

��� ����������.��� ��	������ �� �#�

�	�
� �����
� ���� �������� �� ��� ��	����� ��
����8�� O�$ >$ Z$ 6P� �� ��	���� 6 �
��.�� �� ����� �� ���������
 ���������� ��		� �����%��

���� �� ��
���� �� � ��5����
 ���	��
$ �
 $ ���� �� �)'$ 6VI� � ���������
 �� �)'
��� ��
� ������� �� ��� ��	����� > �� Z� ��� .�
����� U ± iQ �� ��	�����
� ��		� ���
��
����� �� ���
 B� :���� �� ����	����
� ��� �  �� ��� ��	�
�.��� ������.��� O�� ���
 BP
R?IS T

U ± iQ =
∑
lm

a±2,lm ±2Ylm O=�=??P

��
�#�� �� � ���������
 ��� ��	���.��� �� �� ��� .�� ��� ���������
� �� > �� Z ����
��
�
�� �  �� �������� ����� ��<����� ��� ��
����
�� �� � ����� ����� ���
�������� ��� ��
����� :
�� ' �
���
��� �� ������
 R?IS T

E(n) =
∑
lm

aE lmYlm(n) O=�=?AP

B(n) =
∑
lm

aB lmYlm(n) O=�=?GP

��� T

aE lm = −1
2

(a2,lm + a−2,lm) O=�=?KP

aB lm =
i

2
(a2,lm − a−2,lm) O=�=?CP

��� ������� : �� ' �
� ��� ��	�����	�
� ��5���
�� �� ������ �� ��
����	���
� �� ������
: ��� �
���
�$ ���� .�� ' ��
�� �� ���
�� � 
�����
 :L'  ��� ������� �� 
����� ���
���������	�
����	��

��� 
���������� �� �)' ��
� ��
� ����������� �� ��� ��� ��� �$ :$ '� ���
���	���

������� ��� �
����� �
� ��� 	�	�
�� ������� B T〈

aT
lm aT∗

l′m′
〉

= CT
l δll′δmm′

〈
aE

lm aE∗
l′m′

〉
= CE

l δll′δmm′〈
aBlm aB∗

l′m′
〉

= CB
l δll′δmm′

〈
aT

lmaE∗
l′m′

〉
= CTE

l δll′δmm′〈
aT

lm aB∗
l′m′

〉
= 0

〈
aE

lm aB∗
l′m′

〉
= 0

O=�=?DP

���
������������
 �
��� ��� 	���� :L' �� �L' ��� 
���� �� �#	������

����� �'�(��� �� '!�����(� / ������ �(����� � 01�� ��(������+�

"
 ��
������ ��� ������ ���
� �� ����� ���� ��
�� .�� ������2�
 � 	�	�
� �� ����������
"
 �����
� � �� .�� ��� ������ ���
� �� ��	������� ����
� �������	�
� ����� � ����
����

?=



����	��� �� �������� �� �������	�

��������

��$ ��� ��������� ����� O���������
� ���� � � �������
 �� ������
P 
��
�����

�
�� � ��� ��������� � ��	������� ∆ ��� �����
�$ ��� ∆ V ∆TL�$ ��� 	���-�� �� �� ����
����
��������

�� �� ���� ���	�����
 T

∆(x0,n, t0) = ∆(xe,n, tdec) + Ψe O=�=?FP

��� �����
� �	�� ������ �
 ����� �� ����
���� �����
� �� ���
����� � ���� �� �������� �����%
���

��� � ��	������� ���+� ��
� ���� ������� (��
 ���� �X��$ �� ����� �� ����
���� �����
��� �����
� �� .�� ��	�
�� � ��
����� � �����
 ��� ��
� ���� ����� .�� � 	�#�

�� ��� ����
�5��� �������
�� O�������� % ���%��
����P ��
� 
���
�����$ �� ��� ��<���� �� ������� ������
 -
��
�� ����
���� ��� � ��	������� � ������� "
 �����
� *���� � �� .�� � ������
 �� ��	�������
���� ���������

���� � ����
����� >
 ����

�	�
� ��	��� RBFS ���	�� ����
�
� �� ������� �����
������
� "
  �� .�� ���� ��� �����
� T ∆T

T = −∆a
a � (� ����$ ��
�
� � ���� �� ��	�
���


�� � 	����� a ∼ t2/3$ ���U T
∆T

T
= −2

3
∆t

t
O=�=AIP

���5�� �� ����
���� Ψ ��� ��������	�
� �� ��	�� ��� ������ �� �� ���	� II �� � 	����.�� T

dt′ = (1 + 2Ψe)
1
2 dt O=�=A=P

"
 �
 ������ .�� T

∆t

t
= Ψe → ∆(xe,n, tdec) =

(
∆T

T

)
e

= −2
3
Ψe O=�=ABP

"
 ������ -
��	�
� T

∆(x0,n, t0) =
1
3
Ψe O=�=A?P

����� ���
���� �.����
 ��� ������ ������
 �� ����%@����� "
 ���� .�� �� �������� �c � �����
�� ����
���� ��� ���� �	����
� .�� ������5�	�
� ������ � �� 	�	� ������ ��� 2�
�� �� ���%
��
���� OΨ]IP �������
� ��
� ���� ��������

"
 ���� 	�
��

� ������� �� ������� �� �����
�� 
������ ��� 
���������� ��������
�
�
� ��� ��������� ��� ������ ��
� ���� ��	���� �
 ������
� �� ��	�� ��
���	� �� ��� ������

���
��	� ����� "
  �
 �5�� �
 ���

� x0 = 0 T

xdec =
∫

dt

a
=

∫
dη = η0 − ηdec O=�=AAP

� ��
����	�� �� ������� �� =�=A? ������� ���� T∫
d3k∆(k,n, η0) =

∫
d3k

1
3
Ψ(k, ηdec)eikn(η0−ηdec) O=�=AGP

"
  ��
� ∆(k,n, η0) =
1
3
Ψ(k, ηdec)eikn(η0−ηdec) O=�=AKP

"
 ������� ���� � ����	�������
 �� � ��
����
 ����
�
���� �
 ���#
X	�� �� ����
��� T

eikn(η0−ηdec) =
∑

l

(2l + 1)iljl(k(η0 − ηdec))Pl(µ) O=�=ACP

?B
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��� µ = cos(k̂.n)$ k̂ ��� �� ������� �
����� ��������
�
� � � ��������
 �� 	��� k� ��� ��
����
�
jl ��
� ��� ��
����
� �� '����� ������.���� :
 ������
� �� ������	� ��������
 ��� ��	�
�.���
������.��� T

Pl(cos(k̂.n)) =
4π

(2l + 1)

∑
m

Y ∗
lm(k̂)Ylm(n) O=�=ADP

��� ��� ������
� =�=BC$ =�=AK$ =�=AC �� =�=AD$ �
 � ���
� T

∆(x0,n, η0) =
∑
lm

(
4π

∫
iljl(k(η0 − ηdec))

1
3
Ψ(k, ηdec)Y ∗

lm(k̂)d3k

)
Ylm(n) O=�=AFP

"
  ��
� �
 ��	��
� ��� =�=BC T

alm = 4π
∫

iljl(k(η0 − ηdec))
1
3
Ψ(k, ηdec)Y ∗

lm(k̂)d3k O=�=GIP

"
 ������ ���� �����������
 �� ������� �� �����
�� T

〈alma∗l′m′〉 = (4π)2
∫ ∫

il(−i)l′jl(k(η0 − ηdec))jl′(k′(η0 − ηdec))
1
9〈

Ψ(k, ηdec)Ψ∗(k′, ηdec)
〉
Y ∗

lm(k̂)Yl′m′(k̂
′
)d3kd3k′ O=�=G=P

���
〈
Ψ(k, ηdec)Ψ∗(k′, ηdec)

〉
= PΨδ(k − k′)� 1���$ �
 ������
� ���������
���� ��� ��	�
�.���

������.���$ �
  ����� � T

〈alma∗l′m′〉 = 4π
∫

j2
l (k(η0 − ηdec))

1
9
PΨd3k δll′δmm′ , O=�=GBP

����

Cl = 4π
∫

j2
l (k(η0 − ηdec))

1
9
PΨd3k O=�=G?P

"
  �� �
� � ������
 �������
�� .�� �� ������� �� �����
�� ���	����� ���� �
� ��� �� �����
��
�� �#�� PΨ ∼ kns−4$ ��� ns ������ �� =� ���
������ =�=G? �� ������ ���� 
�#��.��	�
� �� �

 T

l(l + 1)Cl � cste O=�=GAP

����" 2��(!� �!���� !� ��� Cl

E��� �����
� ������� � 	������ �������� ���� ������� 
�	���.��	�
� ��� Cl� H� ��� ����
��� �����	�
�� ���.����
 .�� ������ ����������
 ��� 
���������� �� ��	������� ∆(x,n, η) ����
������ ��� �������� 
�������� 1��� �5������ �� �����$ �
 �� ���� �
� ������� �� ������� �� �

�5����� �
 ���������	�
� �
 ���#
X	�� �� ����
��� T

∆(x0,n) =
∫

d3k∆(k,n)eikx0 =
∫

d3k
∑

l

(−i)l(2l + 1)∆l(k)Pl(k̂.n)eikx0 O=�=GGP

��� k̂ = k/k� "
 �����
�$ ��	��� ��
� �� � ��
����� ��� �.����
�$ � �� .�� � ������ ���

������� � 	��� k ���� ���������

���� � ��	������� ��� ������ ���
� ���	������� Ak� "

���� T

∆l(k) = Ak ∆l(k) O=�=GKP

??



����	��� �� �������� �� �������	�

:
 �
*���
� =�=GG �
� =�=BD$ �
 � ���
� T

〈∆(x0,n1)∆(x0,n2)〉 =∫ ∫ ∑
ll′

d3kd3k′ 〈Ak A∗
k′
〉
∆l(k)∆l′(k′)Pl(k̂.n1)Pl′(k̂

′
.n2)ei(k−k′)x0 O=�=GCP

:
 ������
�$
〈
Ak A∗

k′
〉

= PAδ(k−k′)$ �� �� ������	� ��������
 ��� ��	�
�.��� ������.���$ �

 ����� � T

〈∆(x0,n1)∆(x0,n2)〉 =
∑

l

(2l + 1)4π
∫

k2dkPA∆2
l (k)P 2

l (n1.n2) O=�=GDP

:
 ��	��
� ��� =�=?I$ �
  T

Cl = 4π
∫

d3kPA∆2
l (k, η = η0) O=�=GFP

�U �
  ��������� �� ��� .�� �� ��
� ��� 	�����X��� ∆l ��������
�
� � �����.�� ������� .�� �
���%
���

�
�� 1��� �����	�
�� � ����� ��� Cl$ �� ��� ���
� ��� �����-�� �� ������� ��� ������ ���
�
�
������ �� ������ ��� ������� �����������
 ��� 	�	�
�� 	����������� �� 	��� �� ������� ���%
�����
�
� � � ������ ���
� 1��� ���$ �� ��� �������� ���.����
 ��
�	�
��� ������
� �
�#
	�.�� ��� �����
�$ ����� � ���� ���.����
 �� '���2	

 RGS T

pµ∂µf − Γi
µν pµpν ∂f

∂pi
= C[f ] O=�=KIP

C[f ] ��� �� ���	� ������
� ��� �
�������
�� 1��� � ��
�� ���.����
 ������� �� ������ ���
�
�� ��	������� ∆$ �
 ������� �� ���������	�
� � ���	��� ����� �� � �� ������ � ∆ T

f(x,E, n, η) = f0 + δf = f0

(
E

1 + ∆

)
= f0 − ∆ aEf ′

0 O=�=K=P

���.����
 �� '���2	

 �� �������	� ���� �
 ��
����
 �� � ��	�������� "
  ����� �
 ���
�
∆(x,n) = ∆ � RGS T

∂η∆ + ni∂i∆ = −ni∂iΨ − Φ̇ − ninjHij + C[∆] O=�=KBP

�U ���� ������ ��� 
�����
�$ �
  ���� T Ẋ = ∂ηX� E��� ��
� ���� �
 ��	��� �
� � 	����.��
�� ���	� Hij �c �� ������ ���
� ��
���������� ����� �.����
 	�
��� .�� ��� ������ ���
�
��
��������� O��� �
��� ��������

�����P ��
��� ��
� � ������� �� �����
�� 
������ Cl� (�
��� �� ��������� ��� 	���� ������� �� ��
�������$ �
 ���� ������ T

∆l(k) = ∆(S)
l (k)Ak + ∆(T )

l (k)hk O=�=K?P

�U � �� � �����
�
� ����������	�
� ��� ��	���
��� ������ �� ��
������� �� ������� Cl �� ����	%
���� ��
� ��		� � ��		� ��� ��
��� ����
� ������ �� ��
�������� T

Cl = C
(S)
l + C

(T )
l O=�=KAP

(
� � �����$ �
 
� ��
������� .�� �� ���	� ��������
�
� � � ��
��� ����
 ������� :
 �5��$
�
� �� ���� �� ���
4���
$ � ��
��� ����
 ��
�������� ��� ���� �� �� .�� � ��
��� ����
 ��� 	����
�������� � -���� =�==$ ������ �
 -
 �� ������
$ �
��.�� �� 
���� �#��.�� ��� ��
��� ����
�
������ �� ��
�������� � ������� 
�������

?A
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�� ���	� �� ��������
 C[∆] �� ���.����
 =�=KB ��
� ��	��� �� � ��5����
 ���	��
 �� ����
�
�� � ���������
� "
 	�
��� R?IS R=GS R?S .�� ����� �.����
 ��
���� � T

∆̇(S) + ikµ∆(S) = −Φ̇ − ikµΨ + κ̇

(
−∆(S) + ∆(S)

0 − iµVb − 1
2
P2(µ)Π

)
O=�=KGP

�U �
  ������� ��� 
�����
� ����
��� T

• �� ���	� Vb ��������
� � ��	������� �� � ������� ���  �#�
� �� ��� ��-
� �� � ������
 T
n.vb = −iµVb$ n ��
� � ��������
 ��� �����
��

• �� ���	� κ̇ ��� ����� �����
���� ����.�� ��5���
������ �� ��� ��-
� �� T

κ̇ = aneσT O=�=KKP

�U ne ��� � ��
���� ���������
� �� σT � ������
 �<��� �� � ��5����
 ���	��
�

• �� ���	� Π ��� ��-
� �� T Π = ∆(S)
2 + ∆(S)

P0 + ∆(S)
P2 � 1��� ������� � ���������
 �������

� ��.�� 	���$ �
 �� ���� �
� �  �� ��������
�
� � k‖z$ �� ��	���� �� ���8�� >

��
��� �� ��� ������ ���
� ������� ��� ���� 
�� �� �
 ���� Q(k,n) = ∆(S)
P (k, µ)� �����

�� ���	� .�� �
������
� �
� �����������
 �� Π� ∆(S)
P ���� ���%	�	� �
� �.����
 �� �#��

=�=KG R?IS�

• P2 ��� �� ���#
X	� �� ����
��� ������� B� �� ���	� �
 ΠP2 ������
� �� ��� .�� � ��5����

���	��
 ����
� �� � ���������
�

1������
� 	�
��

� ��		�
� ��� ����� �� ����� ��		� �)'��� �� �!)' �������
�
���.����
 =�=KG� 1��� ���$ ��������
� =�=KG ���� � ���	� RKS T

∆̇(S) + ikµ∆(S) + κ̇∆(S) = −Φ̇ − ikµΨ + κ̇

(
∆(S)

0 − iµVb − 1
2
P2(µ)Π

)
O=�=KCP

e−iµkη−κ∂η

(
eiµkη+κ∆(S)

)
= −Φ̇ − ikµΨ + κ̇

(
∆(S)

0 − iµVb − 1
2
P2(µ)Π

)
O=�=KDP

"
 ����� � T

∆(S) =
∫ η0

0
dηeiµk(η−η0)+κ−κ0

[
−Φ̇ − ikµΨ + κ̇

(
∆(S)

0 − iµVb − 1
2
P2(µ)Π

)]
O=�=KFP

�� ���	� g = κ̇e−(κ0−κ) ��� ����� ��
����
 �� ���� ����� � �� ��������
� � � ���  ����� .���

�����
 
��� ����

� � η0 �� ��� ��5��� ���� � ���
���� ���� � �
 �
��
� η� � ��
����
 ��
���� ����� ��� ��
� ���� ��.��� ����� �� � ������� �� ����	 �
���
 η∗� :
 �
����
� �� �����
���� ���	�
�� ��� ���	�� �
 µ OP2(µ) = (3µ2 − 1)/2P$ �
 � ���
� T

∆(S)(k, η0) =
∫ η0

0
dηeiµk(η−η0)S

(S)
T (k, η) O=�=CIP

���

S
(S)
T (k, η) = g

(
∆(S)

0 + Ψ +
V̇b

k
+

Π
4

+
3Π̈
4k2

)
+ e−(κ0−κ)

(
Ψ̇ − Φ̇

)
+ ġ

(
Vb

k
+

3Π̇
4k2

)
+

3g̈Π
4k2

O=�=C=P
�κ̇ �
����	
�� �� ��� �� �
�����
�� �� e−(κ0−κ) �
��� �� 	�
�������� 	
�� ����� 	�
�
� �� ������� 	�� ��

�
�����
� ����� η �� η0� �� ����� τ ( κ0 − κ ��� �		��� 	�
�
����� 
	������
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1��� � ��
�� � ����� �� Cl �
 �
����
� =�=GF$ �� 
� ����� .��� ������� �����������
 �� 	�	�
�
	���������� ∆l� 1��� ���$ �
 ��������� =�=CI ��� ��� ���#
X	�� �� ����
��� �
 ������
� =�=AC
���� � ��
�� T

∆(S)
l (k, η0) =

∫ η0

0
dη S

(S)
T (k, η)jl(k(η0 − η)) O=�=CBP

!�
��$ � ���� �� �������� ��� .���.��� ?III �.����
� ��5���
������� �������� ��������
�
� �
���������	�
� �� ����
��� �� =�=KG$ �� ��<� ���
������ =�=CB� � ����
�
�� 
������ ���
�
�.��	�
� ������ �� � ��
����
 �� '����� ������.��� �� ���	� �� ������ ��� �� 	�	� ����
���� ��� 	�����X����

����$ %�&!��(� ��� '��������� (�������� !�� �!� ��� ��������'��� �! 2�3

(
� ����� ������
$ 
��� ���
� 
��� �
�������� � �������
� ��� ���� �����
�� �
� �� �������
�� �����
�� 
������� !�
� � ����	 �
���
$ ��� �
�������
� �
��� ��� �����
� �� ���  �#�
�
��
� ���� �	����
���$ �� .�� �� ������ �� �
� ������
 �<��� ������� :
 ��
�����
� ���.����

=�=KG �
� � ��	��� �U κ̇ ��� ���� ��
�$ �
 � ���
� ��� ������
� ����
��� T

Vb = 3∆1 O=�=C?P

∆l = 0 ���� l ≥ 2 O=�=CAP

� ������ ����
 ��� �����
� ��� ��
� �������� �
� �� ������ ��� �� �������
�� ��� 	�����X���
������� ��������� ��
� �
 ��� ��
���� � 	�	�
� �� ��������� ����.�� ��� �
�������
� �����
%
 �#�
 ��
� 	��
� �<����� (��
� ��� � ��5����
 ��� �����
�$ ��� 2�
�� ��
��� ���� ��� 2�
��
	��
� ��
���$ �5�� ��� 4�������
� �� ��	�������� ����� ����.��� �� ������� �� �����
�� ���
�����	�
� ���
�� �� ������� �������� 
�������� (����� ���$ �� ��� �� � ��5����
$ �� # 
	��
�� �� �����
� �����

� �� 2�
�� �� ��	������� ��5���
��$ �� .�� ��
��� ��� 
����������
.�����������$ �� ��
� � ���������
� ��� 	�	�
�� 	����������� ������� ��������� ��
� ����
��
���� �� ������ �
 ������ �� ��5����
� (� �� ���$ ���� 	������� ��� �� ���� �
 ���� �� ���
� ��
��� ����
 ���
����� � ���	� �� ������ S

(S)
T (k, η) �� ���.����
 =�=C= ������
� ��
� ��

	�
��X�� ∆l=0(k, η) �� �� ���X�� ∆l=1(k, η)�

1��� �������� ��� ���
������ ����������.��� �� ������� �� �����
�� ��� 
����������$ �

���� ��
� 
� ��
������� .�� ��� ��
��� ����
� ��� ���� ���	���� 	�����X���� �� ���������	�
�
�� ���.����
 =�=KG ��� ��� ���#
X	�� �� ����
��� ��
���� �
 ���
.�
� ��� ���	�� ���������� �
l = 2 � T

∆̇0 = −k∆1 − Φ̇ O=�=CGP

∆̇1 =
k

3
(∆0 + Ψ) − κ̇(∆1 − Vb

3
) O=�=CKP

:
 ������
� ���.����
 ��:���� ������� ��  �#�
� T

V̇b = − ȧ

a
Vb + kΨ +

κ̇

R
(3∆1 − Vb) O=�=CCP

�U & V 3
4ρb/ργ $ �
 ����� � ���.����
 .�� ������
� � �#
	�.�� �� 	�
��X�� T

d

dη
(1 + R)∆̇0 +

k2

3
∆0 = −k2

3
(1 + R)Ψ − d

dη
(1 + R)Φ̇ O=�=CDP

?K
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:
 
������
� �
� �
 ���	��� ��	�� � ��
��� ����
 ���  �#�
�$ �
�� .�� ��� ������
� ��
����
����$ ���.����
 =�=CD ��
���� � T

∆̈0 +
k2

3
∆0 = −k2

3
Ψ O=�=CFP

� �#
	�.�� �� ∆0 ��� ��
� ����� ���
 ���������� ��	�
�.�� ���	�� � ����
���� ��������

��
Ψ� � ������
 �� ���������
 ��������
�
�� ������� ω = csk$ �U cs = 1√

3
��� � ������� �� ��
�

��	���%��
� ��� ��
�����
� �
������$

∆̇0(0) = 0 O�� ������P O=�=DIP

∆0(0) = −2
3
Ψ O�5�� ����%@����P O=�=D=P

� �������
 �� ����� �.����
 ������� ���� � ���	� T

∆0(η) =
1
3
Ψ cos(krs) − Ψ O=�=DBP

�� ���	� rs ��������
� � ������2�
 ������.�� �� ��� ��-
� �� rs V
∫ η
0 csdη � csη� ��� ���%

��
� �� ����
� �
 �������� ��������

�� ����.����� �����
� �� ����� �� ����
���� �� ����� .�� �
��	������� � ������ ��� ∆0(η) + Ψ� ��� ���������
� �� ��	������� �� -��
� � 	�	�
� �� �
����	 �
���
 η∗ � � ����� T

∆0(η∗) + Ψ =
1
3
Ψcos(krs) O=�=D?P

��� 	���� -��� �
� �
 �����	�	 ��������
��
� �� ���� .�� 
��� � �����
� �*�������� �
�
�� ������� �� �����
�� 
������� ��� 	���� ����-�
� � ������
 T

kn = n
π

r∗s
� n

π

csη∗
O=�=DAP

� ��������
�
�� �
��� ������� 
������ �� 	��� �� ��
����� λ ���� ��� �
 ��
�����
�$ ���
�
���$ ��� �.����
� =�=GF$ =�=C= �� =�=CB ��$ ������ ���$ �
 ������
� �� ��� .�� � ��
����
 ��
���� ����� ��� 
���� ������� � �����.�� �� � ���
���� ��5����
 η∗� "
  ��
� ���� � ��
��� ����

�� 	�
��X�� T

∆(S)
l (k, η0) ∼ ∆0(η∗)jl(k(η0 − η∗)) ∼ ∆0(η∗)jl(kη0) O=�=DGP

�� .�� ��
���� � T

Cl ∼
∫

d3kPA∆2
0(η

∗)j2
l (kη0) O=�=DKP

����� ������
 �
��.�� .�� � ��
����
 j2
l (kη0) �������
�� � ��
��� ����
 �� 	��� 8 � 	�����X��

l� � -���� =�K 	�
��� � ���	� �� � ��
����
 j2
l (x)� ����� ��
����
 ��� 	��	�� ���� l � 8 η0�

� �������
 �� ���	��� 	��	�	$ �� ���$ �
� �� ������� �� �����
�� Cl ��������
� � T

l1 � k1η0 �
√

3π
η0

η∗
∼ 200 O=�=DCP

� -���� =�K 	�
��� ����
�
� .�� �� � ��
��� ����
 � 	�����X�� l = l1 ������
� ���
�����	�
�
�� 	��� k1$ ��� 	���� 8^k1 �
������

�
� ����	�
�� � ����� �� Cl ��� ��
� ���� ��
�� ��
�� ������� ���������

� ������
 .�� 
��� ��
� � ��
�� �
��� ������� 
������ l �� ������ ���
 ������� � 	���
8 ������� .�� ������� ���� ���� :��� 
���� ���� �� �� �� ������� ��� ���� �� :
 �5��$ ��
���
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����%��
�� �� �
� �����
� ������� λ ∼ 1/k ��� � ������ �� ���
���� ��5����
 ����
� �� �

���� �� � ���	����� �� ��>
�����$ �� � ��*������� ��� �����
� ����
� �� � ���� ��� ��
�����%��� ��� �5�� ��� �������� ��� � -���� =�C� ��
��� ����%��
�� �� �
� 4�������
 �� �����
��

�� ��� ���� ��
� �
� �
 >
����� ���	� .�� �
� �
 >
����� ������� ������
 ��� �5��� ��
���*�����
$ ������� � � 
���� �� � ��*������� ��� �����
�$ ��� �� ������� �� �����
�� 
������
��� ��������� ��� � -���� =�=I�

&�����
� 	�
��

� ���
4��
�� ���  �#�
�� ���.����
 =�=CD ��
���� � T

(1 + R)∆̈0 +
k2

3
∆0 = −k2

3
(1 + R)Ψ O=�=DDP

� ������� �� ��
 ��������
� ���� � T

cs =
1√

3(1 + R)
O=�=DFP

��	���%��
� ��� ��
�����
� �
������$ � ��	������� �5������ ∆0 + Ψ ������� T

∆0(η) + Ψ =
1
3
(1 + 3R)Ψ cos(krs) − RΨ O=�=FIP

���  �#�
� 	���-�
� ��
� � �#
	�.�� ��� ���������
�� ���
����� ���  �#�
�$ �� �� ���	� &$
�
���� �
 ������	�
� �� ���
� ���.���� �� �� ������������� ��� ����� �� ��	�������
 O��������
�� 	��	P ��
� ���� 	���-��� �� ������ �� ����� �� ��������
 O	�
�	P� ��� �5�� ���
�������� ��� � -���� =�D� ��	������� ��� ���������
� ��� 	���-�� ���
 ������ O=d?&P� E���
�
�
-
 .�� ���  �#�
� ��	�
��
� � ������� �� ��
� � ����� �� ������2�
 ������.�� ��� ��
�
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0
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 kr* 

 J
2 10

0(k
r*

) 

���� =�K W %� �����	�� j2
l ���������� �� ����� �� �� �����	�� �� 8����� jl� 5� ���� ��� j2

l (kr∗)
��� ��,	���� ���� �� ���� C ��� ��� kr∗ = l' �"�� 	�	 l;�<<� %� ��	� ��� �� �����	�� j2

l (kr∗) ��	�
�	���� "��� kr∗ = l ������ �� ���	�� �� ���� C & � ������� �����	�� l�

?D
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taille physique

taille apparente taille apparente

taille physique

���� =�C W ��D����� �� �� �������� �� � !�	"��� ��� �� ��	��� ��� ��	������	�� �� �68� %� ������
�� �� ������	� �� � !�	"��� ����� �� ���:����	�� ��� ������� �� ���� �� ��	��� ��������� ���
��:��� ���	����

  

Θ0+Ψ

Θ0+Ψ

Vγ/√3

Vγ/√3

η
∆
Τ

/Τ

η

∆
Τ

/Τ

sound horizon 
crossing

(a) Photons: cs=1/√3

(b) Photons + Baryons: cs<1/√3
Ωbh2

Θ0=|Ψ|

Θ0=0

Θ0=0

Θ0>|Ψ|

−|Ψ|/3

−|Ψ|/3

Ψ
cos(kx)

Ψ
cos(kx)

���� =�D W *	��� 	���� �� 2�93 	��������� � 	�D����� ��� ������� ��� ��� ���	����	��� �� ������
��	����	��� %�� ������� ��������� �� �	"��� ����� ��� ���	����	��� �� ��	 ����	�� ��� �	�� 	���	��
��� ������� ��, �	�� ��	��� %� "��	��	�� �� ����������� ����� ∆0 ���� �� ��,�� ���������� & Θ0

��� �� �����

���� ������$ �� .�� ������ � �������
 ��� ���� �� ������� Cl ���� ��� ������ �� l ���� ��������
���
4��
�� ���  �#�
� ��� �� ������� �� �����
�� 
������ ��� �������
��� ��� � -���� =�=I�

� -���� =�=I 	�
��� .�� �� ������� �� �����
�� ��� ���
�� �� ������� �������� 
��������
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��� �5�� ��� ��� � � ��5����
 ��� �����
� ���� �� ���������� !�� �������� ��������
�
� � �� ��
������� 	�#�
 ��� �����
�$ � ��5����
 ��� �����
� ��
��� �� � ���������� ����� ���
���� 	��%
��� ��� ���������
� �� 4����� �� ���	� �� ��������� ��� �
 ��� ���������

�� � .�����X��� �����
����	�
� �� .�����X�� .�� ��
��� � ���������
� ��������� ������� � � ��5����
 kd ��������
�
� 	�	�
� �� � ����	 �
���
 R=AS � kdη

∗ � =I� �����
����
 ��� ���������
� ��		�
�� ��
�
� 
���� �� �������	� ����

� ��
��� ����
 �� ���	� �������� ∆1(η∗) ��� ���� � � ������� �� 4���� O�.����
 =�=C?P�
����� ���
���� ���� ��
� ���
��������� ��		� �
 �5�� (������ �c � � ������� �� 4����� :��� ��
������ �� ���.����
 =�=CG �� ������� T

∆1(η) =
1

3
√

3
1 + 3R√

1 + R
Ψsin(krs) O=�=F=P

��� ���������
� ��������
�
��� ��
� �
 .������� ��� ������ �������� � ���	� 	�
�������$
�� �� 	�#�

� 
����� ��	������� ��� ���������
� �� ���	� �������� ��� ���� �� �� ���
 ������√

3(1 + R)� !��� �
� ����� �� & ������ �� I$K � � ����	 �
���
�� ��	������� �� ���	� ��%
������ ��� ���� �
����
 B$B ���� ���� �� �� .�� ����� �� ���	� 	�
�������

1��� -
��$ ��
������
� ���
4��
�� ��� ����
����� Ψ �� Φ ��� ��� ���������
�� ��� ���
����
������
� �
 ��� �
 ��
����
 �� ��	��� "
  ��$ ������
 =�B�B$ .�� ���� ��� 	���� .�� �
���
�
�
� ������2�
 ��
�
� � ������� �� ��	�
���
 �� ������
$ ��� ����
����� ��
��
� � ��

�����
����� ��������
 	���-� � �#
	�.�� ��� ���������
� �� ���.����
 =�=CD ���� �� 	�
��X��� ���
	���� ��		�
�
� � �������� ���� �� � ��	�
���
 �� � ������
 ��
� ���	�� � �
 ����
����

��� � 7( (3ρb))(4ρrad) ( (3Ωbh
2))(4Ωradh2)� �� &���'� ��� ��
� �� � ���	
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H0 ������ �� 	������ �������� ��� �� ��������� ����� /�  �� O/��P �� ���
��	 �� ��� ��

���
�)' �� �����.��$ �
 ������ Ω = 1, 00+0,03

−0,02 �� ns = 1, 04+0,10
−0,08�

(�� �������� ����
��-.��� �
� ����	�
� ��� � ��
�� �
� �� ��	�
� �� � ��#��.�� ���%
��.��� !�������  �
 �5�� ������� ���� � ���	���� ���� � ���������
 �� �#�

�	�
� �����.��
� ?A? 9/2� �� 
���� ���������
 ������� ��� �� A � G Q ��� ��� ��
��� �������� 
�������� �
��������
 �� � ���������
 �������� 	�� �
 �����
�� ��������
�� ���
 ��	� 	�
���.�� ������
�
������� � ��
 �����.�� �� ���
 	��
��	� �����
�	�
� ��� ���
� �� ��������� �� ��
� ���
���
�� �� ��	� RDS�

!������� ��� � ���	���� �������
��  ���
 � �������� �
 ��#���� � �������
� � .����� ���
��

��� � ��
��� ��
� �
 ��
�� ����� ��� � � ������ �� �����������	�
� �� � �� ����� ����%
	�.�� �� ��#����� �� ������ �� � 	�����
 ����� ��� �

�����
� ����
�.��� �� ����
�����.���
�������� � 1�
�8 /�H�

�
, -�� ������� �������

��5�� ��6)

@)!1 ��� �
� �������
�� �������� 	�����
� .��  ��� �
��� �
 BIIB� @)!1 �������$
��		� ()&$ ��� ����	����� ��� /:)�� � ��
�� ���� �� @)!1 ��� ����
�
� �
����
 GI
���� ���� ��
�� �� ����
� BI µ; �� ������ ��		� ()&$ @)!1  �
� ���� ��
�� ����������
�� ���� O�
 ��� �� ���� ��	���� 	��
� � 2�
� �����.��P$ �� .�� ���	�� �� 	������ � ����� �
����  � l �� �������� ��� �������� �� @)!1 RBS R?S RAS �� ���� � �� �� BII? ��������
��
�
� �
� 

�� �� ����� �� ��

���� @)!1  	����� �� ������� �����
�� CT *��.�f� lVDII �� 
����	�
� 	����� ���� � ���	���� ���� � ���������
 ������� TE *��.��� lVGII$ ���� -���� B�=B�

� 	��� �
 �����
�� �� � ����
�����
 �� � 	����� �� � ���������
 �: ���	�� �
 ����������
� @)!1 ��  ��
 ��
���
��� ���
���� ������� ��� ������ ���
� ������� ns �� � �����
����
����.�� τ � ��� 	������ �� @)!1 �
� 	�
��� ���
� ��� .�� ��>
����� ��� ��� �� ������ ���
.�� �� ������� �� �����
�� ���	����� ��� �
���
� ����������

��� ��

��� �� @)!1$ ��	 �
��� ��� ��� � �������
� ��� ��
��� ���������� �5�������
�� B��9&� ��
����
�
� � ��
��� ����
 ��� 
�����
�� � � ��
���� ���
����� �� ��>
������ �����
��
���
�� �	���� � ��	��� ���������� ������� � ���� ����� ��� � 	��� ��� 
�����
�� O���� �
����� =�=�AP�

� 	�����
 @)!1  	�
��� � ���	�� �� �������� ��� �
���	���
� ��
��
��� �
� � ��#%
��.�� �� �)'$ �
� �
� �� ��	�
� �� � ���	������ .�� �
� ����� �� � ��#��.�� ��� ����������

��5�� )���(�

1�
�8 O-���� B�=?P ��� �� �������� �� ��:�! �����
� � 	������ ��� 
���������� �� ��	���%
���� �� �� ���������
 �� �)'� ��
 �
��	�
� ��� ����� �
 BIIC� 1�
�8 ��� ��	���� �� ����
�
����	�
�� �� 	����� O-���� B�=AP T ��H O��N ���.��
�# �
����	�
�P �� /�H O/���� ���.��
�#
H
����	�
�P� ��� �
����	�
�� ��
� ����
 ���������� �
� �� ���� ���
� ���� �����
 �
���%

���
��$ 	�
�� �� � ��
�� ���� /�H �� ��H���� ���� ��H� �� ���������	�
� �� /�H$ ����
��.��� ��H!� OH
������ ��!������#��.�� ������ ��"��#P ��� 	+��� ��M����$ ��� ��������� ��

KI
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�%�� 1����� ���
��
� � ���
 �� � ���� �����
 ��� �����
� ������ ��HEB1?�� �
� ������

��
�� ���
����	�
� �� �
� �� ���������	�
� �� ���������
�.�� �	 �.���$ �
�� .�� ������ �� ��H!1
OH
������ ��!������#��.�� �� 1���P �
� ��
�#�� ��� ��

����

��H ������� � ����
������ ����	����L/:)� �� � ������ �
� ���  
��� � ?I$ AA �� CC 9/2�
/�H ������� ���  ���	����� �� �#�� ������N� ��������� � =II 	;� /�H � ������ ����	�
� �
���������
 �� �)' � ����� 1�' O1����2�� ��
������ '���	����P� /�H �������� K �
�� ��
=II � DGI 9/2� ��� ���  
��� ��������� �� /�H �� ��� �����  
��� �� �/H ��
� 
��������� ����
�5������ � �������
 �� ���
� �� �)' ��� �
�%��
��

� ��
�� ����� �� � ���������
 
������ �� 1�
�8 ���	�����
� �� 	������ �� ������� ��
�����
�� 
������ ��� 
���������� �� ��	������� *��.��� l �BGII� � -���� B�=G 	�
��� �
��������
 ���
��� ��� � 	����� �� ������� �� �����
�� �� 1�
�8� � ��������
 
� ��� ��	����
.�� �� � ���
�� ���	�.���� �  � l �� �� � ���������
 
������ � ��� l� :
 �� ��
�$ 1�
�8
�������
�� �� ����� ����	� �� ��������
 �� ������� �� �����
�� 
������ ��� 
���������� ��
��	��������

1�
�8 ����� ����	�
� 	������ � ���������
 �� �)'� � -���� B�=G �������� �� ����� ��
��������
 ���
�� ��� � 	����� ��� 	���� : �� '� � 	����� �� � ���������
 	������ ���
�
��� � ��������
 ��� � �����	�
���
 ��� ��	����� ���	�����.���� �#��.��	�
�$ ��� ��

��� ��
1�
�8 ���	�����
� �� �����	�
�� ��� ��	����� ���	�����.��� ��� �
� ��������
 �� ������� ��
������
�� E��� ���������
� �� ���
 ���� ������
��� ��� ������������ �� 1�
�8 �
� �� �������

����� ���
���
���� �� ��>?10: ��	������ �
�� �� �@� *���
���
��� �� ��@����������� ��������� ����,� �� �02-
*���
���
��� �� 0������ 2����
����� �� �� -
��
�
#��� A���
���, �� �� 0-- *���
���
��� �� 0������ -
�	���
������� �� -
��
�
#��� 0����,�

��&
�� ���	���� B
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���� B�=B W %� ���� �� ����� ������ �� ������� �� ��	������ �����	�� CT ������ ��� K60-
�� )<<9� %� ���� �� ���	�� ������ �� ������� CTE� %� ��	��	���	�� 	���	� �� �	� �� ��	�������
��, ������ "������ �� l .������ �������� �����	���1� %�� ��������	��	���� �� �� �	� ���������� ��
������	���� �� ���������� ���	��� τ �� � ������ & �������� �� ��	��	���	�� � �� �	���

K=



����	��� )� 0�������

G� (����� ���$ � ��������
 O�� 
�
P ��� 	���� ' ������� �� �
��� ��������

����� ���	����
�� ��
���
��� ��������� ���
����� ������� � ���
4���
� ��	������� �� ������� ��� ������ ���
�
���	������� ��
��������� ��� ���������

���� � ����
���� ���
4���
� H� �
 ��� ��
� �� 	�	� ����
��� ��
��� ����
� ��
��������� �� �������� �� �����
�� 
�������� ����� ����.��� � ��������

��� 	���� ' �� ���������
 ������� �� �
��� ��������

����� ���	�� �� ��
���
��� ���������
���
����� ������� � ���
4���
� � ����� ����� ���� 1�
�8 �� �������� ��� �
��� ��������

�����
��� �������� �
� ��� ������ �� E� 1�
����� �� �� �� &����� R=?S R=BS� "
 	�
��� .�� 1�
�8 ����
�������� � ���������
 �
����� �� ��� �
��� ��������

����� �� ��������� ���
����� �� ���
4���

��� ���������� � =$I 1016 9�6� ��� ��

��� �������� R?S �	����
� V 1/4]?$? 1016 9�6� � ����
�� ��������
 �� � ��
��� ����
 ��� �
��� ��������

����� � 	��� ' �� ���������
 ��� ��
�
���2 ��������

1�
�8 ����� ����	�
� 	������ ���5�� ��
#��%[��������� O�5�� �[P ������ � ���� �� 104

	� �� ������� ���5�� �[ ��� �
� ���������
 �� ������� �� �)' �����

� �� � ��5����
 ���
�����
� �� �)' �� ��� �������
� �� �2 ���� ����� �
� ��� 	� �� ������� "
 �����
���
��
����	�
� ���� �#��� ���5��� �[ T

• ���5�� �[ ����	�.�� .�� ��������
� � � ��5����
 ��	���
 �
����� ��� ��� �������
� �� �2
����� �� ������� �� �)' ��� ���� 	���-�$ ��������
� � �
 ��
����� �� �����
�� �����
�� B=C 9/2�

• ���5�� �[ ��
���.�� ��� � ������ (������ �
���� �� �� ������	�
� ���
��	 �� �� ��	�
�� ������ � �)'� ��� �5��  �
� 	������� ���� �� �� .�� ���5�� �[ ����	�.���

��� 	� �� ������ �����
� �� ���5�� �[ ��� 
���������� ���	���� �� �)' �� �
 ���������� ��
������� �� �����
�� 
������ � ��� l� ��� ������� �[ �����
� ��
� �������� ��� ����� �)'�
���  
��� ��������� �� 1�
�8 �
� ��� �������� 
��		�
� ���� ���������� ��� ������� �[�
������� �� ���5�� �[ ��� ����	�
� �
 ��� � *������ ����
��-.��� �� 1�
�8� ���5�� �[ �
���� ��

���� B�=? W =�� � ���	��� �� ������	�� -����C

KB
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���� B�=A W ����������� %L� �� L*� �� ������	�� -����C

��� 	� �� ����� ��� �
 �5�� �
 ����� .�� ���	�� �� ��
���
��� ��� ��	����� ���	�����.����

���.��
�� O9/2P =II =A? B=C ?A? GAG DGC
E�	 �� ��  ���	����� I A A A A A

E�	 �� ��  ���	����� �������� D D D D I I
&��������
 
������ F$B C$= G$I G$I G$I G$I

��
�� ����� ∆T
T OµK/KP B$D B$B A$D =G =GC KCII

���� B�A W ����������.��� �� 1�
�8 /�H

K?



����	��� )� 0�������

���� B�=G W -���	�	�� �� �� ������ �� ������� �� ��	������ �����	�� ��� -����C� *	��� 	���� ��
2?3�

KA
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R=S &� !
���$ �� '����$ !� '��������$ �� �������$ �� /7���
�8�$ �� /�
���%6�������$ 9� ��
)���$ "� 1�������$ )� 1��$ �� 1��2�2#
�8�$ �� ���2�$ )�
� E��� &�#� !����
� ���� ?A?
OBII?P GGB

RBS ���� '�

��� �� ��� $ BII?$ !���$ =AD$ =

R?S (�E� ������� �� ��� $ BII?$ !���$ =AD$ =CG

RAS ���� TLL	�������
�����L

RGS '�
�+� �� ��� $ 0������� M 0 L	� /������	��' %��� +C� ��"���� 8������ 7,���	���� ���
6���	� �68 0�	������	��$ !����������� 1�#���� =C OBIIBP =I=%=BA�

RKS '�
�+� �� ��� $ ��� ����	� 6	���G�"� 8��C����� 0�	������� -�G�� +������� �������� ��
0�������$ !����
�	# 
� !������#����$ BII?$ 6��� ?FF E��? �� �=F

RCS '�
�+� �� ��� $ �������	��� �������	��� ���� 0�������$ !����
�	# 
� !������#����$ BII?$
6��� ?FF E�� ? �� �G

RDS '�
�+� �� ��� $ *	��� ������	�� �� -����	#��	�� �� ��� +���	��	����� �	>��� N�����	� ����
7�	��	�� �� ��������$ !�������� 1�#�� =C OBIIBP =I=%=BA�

RFS @� /� 
� �� (������
$ !

�� &��� !����
� 
� !������#�� OBIIBP

R=IS !� '�
�+�$ �� 1�*��$ =FFA ��#���
���$ ?A$ AB=

R==S ;��
� )���$ ����� �� (������$ BIIB$ >
�������� �� 9��
� ���

R=BS E����� 1�
�����$ ����� �� (������$ BII?$ >
�������� �� 9��
� ���

R=?S �#����� &�����$ ����� �� (������$ BII?$ >
�������� 1��� 6HH�

R=AS ��)� �	���$ !������ ������$ 6��� BG$ E�� K$ =FDK

R=GS H� �2����$ �� 1��
��$ (� 1����#
$ !��� �2�# 
� ��&�'�
�$ ����%��LII=IBGK

KG
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����� ,�
����� �" *	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � 0#

����� �� 
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�"	 
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��� *����"(�
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����� )2
���
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����� ,	��+�*� �� �� 	�+��
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��1�
 
��������� �	 ������(
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� ,�	���� �� 	������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� , �
� �" 
��
�"	 
������	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��

����� 9���	�� � ���

�+������ ������
�
����": � � � � � � � � � � � � � � � � � � �0

����� 9����	�����
 �� ���
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��� ��� ���	���� .�� ���	����
� �� ������� ��� �5��� ���
 ��
��	�
� ��
��������
 �� ���� �� ������
 ��� ��� ������

��� θ �� ϕ ���
� ������ �
� �� ������ ��� � �

������ �� ���
 ������� .�� � ��
������
 ��� 
������ ��$ � ��.�� ���� � ��������
 �� ���� ��
������
 �� � 
����� �� ��
�� ���
����
 C� �� ��� �� � ������
 �� � ������ ���� �
 ������
�$
��� ���	���� ��

��� �
 

���� T[

∆θ
∆ϕ

]
=

[
sin ϕ cos αp − cos ϕ

− sin δp + cot θ cos δp cos ϕ cot θ sin ϕ

] [
∆αp

∆δp

]
O?�BP

�
 � ���
� T [
∆θ
∆ϕ

]
=

[
cos αp∆αp sin ϕ

− sin δp ∆αp + cot θ cos δp ∆αp cos ϕ

]
O?�?P

CB
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���� ?�G W 5� ������� & ������ ���� �� �������	�� �� ����� ∆ϕ̂ ��	 ������ � �>������ �� ����
� �����	��	��� �	���, 	������� $ ���	��� ��	�������� %� ���� ������ � �"����	�� �� �� �	���	���	��
�� ������ � �����	��	��� ����	���� ���� �	>������� "������ �� ∆ϕ̂� %� "����� �� ∆ϕ̂ ���� ��������
�� ������ � �����	��	��� ��� ��,	��� ������ �� ����	�� � ���	���	�� �� �� ������

����� ������
 ���	�� ������	�� �� ������	�
� ��� ������� ��� �
 ���� �
� �� ������ �� � 
%
������ ��� ������� ������� � E��� Oϕ VI◦P �� � ��� Oϕ V=DI◦P ��
� ������ � ���� ����
� �� �
	�	� ����� O∆θVIP� �� ������ ��� 	��	� ���� ��� ������� ������� � ��:�� �� � ��"���� �� ���
∆θVC� �� .��$ ��	��� ��
� �� � ���	����� �� �  ������$ ��������
� � �
� ������
 �� .����

�	��� �� ����� O���� �.����
 ?�GP� :
 ����.��$ �
 ������� �
� ������� �
 ��� ���� �e��� ����
���
��� �
 ��	��� � ��
������
�

���������	� �� ��������� �� ������� ������ �
� ��� 2�
�� �U � ��
������
 ��� �	����
���
(
� ��� ����� �U � ��������� �� �������  ������$ � ����� �� � ������� ��� �
��������� :

����
�$ ���������	� �� ��������� �� ������� ��� ��� �������� ���� ��������$ �
 ����� � ����	��
� ������� ��� ���
��	 �� �� ���� "
  �������
�� ����������
 �� �����%�� ��� � -���� ?�A� "
 ����
� ������ � 	�������
 �� � ������� ��� � ���������� �����������	�
� �� � ������� �� ������
�

����� )���� �! �����!� ���������

� ���� �� ��
���� �������� ��� ��
������� �� �
�������
 � ����� �� � ������� 
������ ω T

ϕ =
∫

ωdt O?�AP

C?
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��� ���������$ ��

���
� �
������� �� ������
$ �
 ���� ����	�� � ����� �� � ������� 	�#�

� 2π

T � "
 ��
������ ��
� �
�
����	���
 ϕ̂ �� � ���� � ����� �� � ������� 	�#�

� 2π

T � ����
�
�$ ��		� 
��� ��
� �������
� ������� 	�#�

� � ���� �� � ������� �
��
�
�� �
� ���.����
 ?�A ���� ��
������� ������	%
���
 ϕ̂ �� � ����$ �
 �����
� � �� .�� ������	���
 ϕ̂ 
� ��������
�� � � ���� ϕ .��� �
�
��
����
 ��
��	�
� ��� �� ����� 1��� �������� ��  ���$ �
 ��	��� ���� ���� ���� � ��������

��� ���
�� ��� ���� �
��
��� � ����� ��� ������� ��� ����  ����
��� ������� �
� �  
�� �� =$A◦  %
�#�� �� �� ��
���� �������� � ��.�� ������
� "
 ������� � ������� ��� ���
�� �� ������� ��
�
��� ��������
� ��
� �������� "
 ��� .�� � ���� ����	��$ ϕ̂$ 
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�  �
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 �� � ���� ϕ̂ ���
� ����� ∆ϕ̂$ �� ����� .��
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 �� � ���� ���� ϕ̂d∆ϕ̂� "
 �5����� ��� ��������
� �������%���
�� ����
��5���
��� ������ �� ∆ϕ̂� "
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���� ?�C W !�� ���	�� �������� ��� �� ������� ������	�� � �� ���� & � ����� � ��� ��� "�� ��� �� �H��
�	���� %� "��	��	�� �� ������ �� �	��� ∆n �������������� "��	� �	����Q�������� �� �����	�� ��
�� ������ %� ���� �� ����� ������ � �"����	�� �� ∆n �� ����� �� "�� �� ������	� %� ���� ��
���	�� ��� �����	"� �� "�� ��	���	���� �� B	���� B+9� %� "�� �� B	���� � �	�� & ��� ���	���� ����
����� .9J C�1 ��� ���� ������	 .4< C�1� %�� "���� ���� ����� ���� �� "�� �� B	���� ��� 	���	�
��� ��������	�� ���� 	���������' �� ��	 ������ �� ������
�� �	����Q��� �� � �"����	�� �� ∆n ��
���� ��� �,���	���	�� ���� �	R�	���

� -���� ?�K 	�
��� � ������ ����
 �� � ����
�� ���� θ∗ ��� ������� �
 ��
����
 �� 
�	���
�� ����� ��� ���
��� ����� ��� ������� ������%���
� #
� �
� ���� ��	��� �� �
� ��� ����
��
-
 �� ������� ��  ���� �� ��
�� ����� ������ ����
 ���	�� �� �����	�
�� ��� ����������.���
���	����.��� �� ���������$ ����� � ���� � ������
 �
��� � ����
�� ���� θ �� �� 
�	��� ��
����� �� �  ������ �� ��
���� ��������� "
 � ���
� ���� �� ��� ;�? T

θ = 50, 659 − 0, 0313 ndiode O�
 ������P O?�GP

� ������
 .�� ���
 � ���
� ��� - �� 	���� � ��
������
 �� � 
������ :
 �5��$ � ������ ����

�������� ���� �����	�
�� � ������
 ?�G  ��� ��
������� �
 ������
� ��� ���
�� O�� ��� �������P ���
����� � ����� �� ���� ��� �5��� �� ��
������
 ��
� ��
� 	�#�

�� �� *���
� ��� � ������ ��
� ������ ����
 �� � -���� ?�K�

H� ������ �
� ���� ����� ����� ���� �������� ������	���
 �� � ����� "
 ���� ����	�
�
��������� � ������
 ?�? .�� ����� �� ������	�
� ���
� ������ �
� �� ������ �� � 
����� �
� ���� �� ��
���� ��������� ����� ������
$ �.����
 ?�?$ ��� �
 �5�� � ������
 �� 
�	��� ��
����� ���� �� � ��������
 ���
� 	�	� ������ ���
 ���� � ������ � � ���� �� �����%��� :
 ����.��
����
�
�$ ���� � ��
������
 ��� �	����
��$ ���� � ���� ��� ��<���� � �������� � -���� ?�C
	�
��� ����������
 �� � ������
 �� 
�	��� �� ����� ∆n �
 ��
����
 �� ��	��� "
 � �����
.�� ��� ���������
� ��
� ��
���7����$ ��		� �� ������� � ������
 ?�? ����.�� � ��
������
 ���
�� ��� ��������� � ��
������
 ��
� ���� �	����
�� ���� �� ��� ;�?$ ����������
 �� ∆n 
����
���� ��
���7���� ��*����	�
� �� � ���� �����
� ���� ��	������ � 	������ �������
��  ���

CG
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Etoile

���� ?�D W -�	��	�� �� � ����	���� �� �����������	�� ���	���$�	���,� !�� ������ ��� �� �	����	��
�� � �,� �� �����	��' �� �� �����' 	���	� ���������� �� ����������� � �������� ��� �	���, ���
������� ��, ���	��� ���������������� % ����	���� � �����	��	�� ��������� �� ���� �� �����������
���� ��	�� ������������ �	���, �� ���	����

��� � ��	�����
 ��� ������

��� ��� ���
�� �
��
��� ��� ������ ��� �������  ����
��� ������
�
 ����.�� ���� �� ���� �� ���� ��	��� � 	����� �
 M�����

����� 6��������� �
����(������ �������������!7

���������	� ����������
 ���  �� ��� � ��	�����
 �
��� � ��������
 u�$ ��

��$ ���
�������$ �� � ��������
 ����
������� usig ��� ���
��� >
� ������ δ ��� � ��������
 �� ���� ��
������
$ �� ��� � ����$ �
���� �
� ������
 ���
��	 �� �� � �������
 ��� ���
�� ��� �� �����
� ��������
 ����
������� ��� ���
�� ��� ���� ������ ���
� ����� ������ �� δ�

����.�� � ��
������
 ��� �� �� �� 	�������$ �� 91� ��

� �
�  �

� ������	���
 ��
� ��������
 �� ���� �� ������
 �� � ��������
 ��� ���
�� ��� ���2  ��
 ����
�������� ���� ��
����� �U � ��
������
 ��� ���� �����$ ������	���
 91� ��
���� � �
� ������ �� ����
��������

���� �	����
��� ������ �
��� � ��������
 ����	�� ��� ���
�� �� � ��������
 ��� ������� 
����
��
� �� ��
��
�� ����
�
�$ ���
����� �� � 
����� ��� ��<�		�
� �	����
�� ���� .�� ��
	����	�
� �� �����%�� ���� �������� ��� �
� ������
 �� ���� �� .���.��� ������� �������� δ$ ��
��
� ��� ��	����� �� � ������
 ����� �������$ ��
� ��� ��
����
� ��
��	�
� ��� ���� ���
�
 �
������� �� .���.��� ������$ ��� ��	����� �� � ������
 �
����� �� �������� 
� ��
��
�
��
� .���	�
� ��� ��� ��������
� ����
�������� �� ���
�� �������� ��� �
 �
������� ������ ��
�
��
� �������� ���
� ���
 ��	����� �� ������ �� ��������
� �������� �� ���
�	�
� ��� ��������
-���� ?�D� ���������	� �������� ��
� ����� ��������� �� ������� �
 ���� ����� T

❏ (
� �
 ���	��� ��	��$ �
 ��� ��������
��� � ��.�� ���
� �
 �
��	 �� ��������� ��
� �
�������
 �� ���
��
���� ��
� ��	��� ��� ��� ������ �� ���
��

❏ (
� �
 ������	� ��	��$ ���������	� ��	��� ��� ������� δi �
��� ��� ��������
� ��
���
� �� ���
� ������� H� ������� �
 ���������� �� ���� E ���
�� ����������$ �� ��� ����� ��
��������� � ����
 ����� �
� ������ �� ����� .�� ��� E ������� δi ���� �������� ���
������	�
�� ��
� � ���
���� �� � ������
 ����� �
����� �� �
� 	����� ����	���

�� � ���� ��L�� �� ���� �� ������
�

CK
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���� ?�F W 5� ����	�
�� �� ������ �	���$���	��� %� �	����	�� �� � ���	�� �����	�� �� �	��� ���
������' �	��	 ��� � ����� �����	�� θ ����� � ���	�� �� � �,� �� �����	��� �� ����	�� �� ����"� ����
��� �� �S�� �	�	� "��� � ���	�� �� � ��"������ θ� ���, �S��� ���������� �� ����	��� ���, �	����	���
����	���� �� � �,� �� �����	���

��� ��	�����$ ��		� �� 
�	 �� E �� ���
�� ��
��������$ � �����
�� �� ����
��������

O����
�� �
��� �� ���
� �� ��� ������� ��������
�
���P$ �����
� ���� ����	���� ���� 	�������
�� ��� ����������
� ��� �������� �
� ��� *������ ���� �������� � .����� ��� ��������
� T
��� �������� �������� �����
� ���5������ �� 	������ ��������
�$ 	�� ��	�
��
� �� 
�	 ��
����������
� ��� ��� 2�
�� �U ������	���
 �� ���
��� ��� 	������ ����
�
�$ �
� ������ ���
�
 ��
��� ��� ���
� ��������� ����� �� ����� �� �� ��
���� ��������� ����� ��������� ���	��
����	�
��� �� ��� ����������
 ���
�%������� ����.�� ���
  �� ������� �
� ��������
 � �

	�	�
� ��

�$ ����� ��������
 ��� ������� �
 	�
� �� �
 �� ��� ��

����

����" 6������������ �� �
���������� �! '�������

� ����
�� ���� θ ��� � ����� ��
���� 	������ �������	�
�� ����� �
���	���
 ���	�� ��
����
������� � ��������
 �� ���� �� ������
 �
 ������
� ��� ��������
� ���
�%������� � �������

�� ���
� ���
� ���� ���
��.�� � ����� �� �������� �������$ ���� �� ������
 ���� ��
� �� ������
��� �
 �X
� ��
��� ��� �������� �� #
� �
� ��������� 
������ ���� � � ����
�� ���� θ�
(��� ������� ������%���
� ���	����
� ���� �� ����
������� � ��������
 �� ���� �� ������
� ���
���� �X
�� �
��.��
� ��� ��������
� ����� ��� �� ���� �� ������
� ��� �X
�� �� �����
� �
 ����
�
������ ��		� ���������� � -���� ?�F� ��� ���� �
���������
� ��������
��
� � ���� �������
��
>
� ����� ��� ����� ��$ ����� � ���� ������ �� � ����� ���
����

� 	������ �������� ������ ��� ���#������� .�� � ��������
 �� ���� �� ������
 ��� � 	�	�
���� ��� ���� �������� ��� ���
�-� .�� ���
 ���� ��
������� ��� ������� ��<�		�
� �������
���� .�� ���� �� ������
 
��� ��  ���� ���
�-�����	�
�$ 	�� ���2 �����
�� ���� .�� ���
�X
�� ����
� �����
���� (��� ������� ������%���
� �������
� �
� ����	���
 �� � ��������
 ��
���� �� ������
$ E ������� ��
���
� EOE%=PLB ����	���
�� �� 	����	�
� �� ��
������
 ��
�

CC
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������� ��
�$ � ��������
 �� ���� �� ������
 ��� ���������� � ����� ���
� ��
����
 ��
��	�
�
��� ��� � ��������
 �� ���� �� ������
 ��� �
�� *����� ��� ����� � ����� �� ��� �
 �5����
�
�
 	��
��� �����

(
� �
 ������	� ��	��$ � ���� �� ��
���� �������� ��� ��������� ��	��� ��
� �� �

������� ��������
 �� ���� �� ������
� "
 � ���
� �
�� �
� 
������� ����� �� ���� ���� ��.��
������ ���
�%������� � ���� ���� �
����� ���� �
�������� ���� ���� ��� �
� 
������� ����� ��
���
�� .�� 
��
� �� ��� ��������

��� 
�������� ������ �� ���� �� �� ��������
 �� ����� ���	����
� �� ����
������� ���� ���%
����	�
� � ��������
 ��� ���
��� �� ��������� ��� ���� ����� ��� ��� �������� �� ���� �
 ����
���������$ ������ �
��� ��������
� �� ���
� �� �� �������� �� ������
��

����$ *��������� �! �����!� ���������

��� ��������
� ���
��%������� ���	����
� ����	�
� ������

�� �� ���� � -���� ?�=I �
%
��.�� .�� ��� ��

��� ��
� ����
������	�
� ��
�������� �� ���
�� �� �� �� �
��
����� � ���������

�� ������ �
��� ���
��
���� 	������ �� ���
��
���� ����	�� ��� �� ������� �� I$BG� � -���� ?�==
�
��.�� .�� ����� ���������
 ��� ���� �	����
�� ���� ��� ���
�� �� �� �� �
��
����� :
 ������
�
� ������
 ?�=$ �
  T

∆I

I
� ln(10)

2, 5
∆mV O?�KP

� ��������
 ������� � � 	����� �� � 	�
����� ��� ������� ��� ��
� �� ������� �� I$?� ���
��
%
���� ��� �������� �� ���������	� ����������
$ ������
� �
�� �� ���.�� ���5������ �� 	������
��������
��

0

10000

20000

30000

40000

50000

0 2 4 6 8 10 12 14
Intensite (pA)

E
to

ile
s
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15000

20000

25000

30000

35000

40000

0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2

ID
Entries
Mean
RMS

             12
         239240

  1.012
 0.2468

���� ?�=I W 0 �����' �	���	���	�� �� � 	�����	�� ���	��� ��� ���	��� �� �������� L	��������������
%�� ���	��� �� ��	��� 	�����	�� ���� ��� ���� ���������� 0 ���	��' �	���	���	�� �� ������� �����
	�����	��� ��� �	���, �� ��� ���	���� %� �������	��� ����� � 	�����	�� ���	��� ��� ���	��� ��
�������� �"�� � 	�����	�� ��� �	���, �����	�� ������ �� ���	���� �� ������� �� ������� ������	���

CD
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0

5000

10000

15000

20000

25000

30000
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ID
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Mean
RMS
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  1.048
 0.2346
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ID
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RMS

            300
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 0.2054

���� ?�== W 5� ������� ��� �	���	���	��� �� ������� ����� 	�����	��� ��� �	���, �� ��� ���	����
%�� �	���, �� ��	��� 	�����	�� ���� & �����' ���, �� ����� 	�����	�� & ���	��� %�� ������� ����
��	��	�������� �����	����� � ���	��� �� ��	��� 	�����	��� % 	�����	���� ��� �� ���	����	�� ��� � ������
���� ���� ��� � 	�����	�� �	�	����

�
% *#�������� �� � ��#�������

� ��������
 �� ����� �
����	�
��� ��� � �� ���� ��

�� �� �
��
�� ���� ���.���� �
� ������
��� ��������� H� ����� 	�
��

� � �
�������� � �������
 � ��
�� �������		�
� ���� �����	�
��
�� ���
��� � ��.�� �
��
��

��"�� %����'������� �� �� ���8�(�����

1��� ��
���� � ��*�������$ �
 ������� �
�  �� �� ��
����
� >O�P .�� ���	�� ��� ��
�� �
�
���� � ����� � ����� �� ���
�� ��������� �� �����������	�
� ������� �� ���
��� ��� ���������
�� �
 �
��	 �� �� ? ��� ��� (αp, δp, ϕ)� � ��*������� ��� ��
���� �
 ��������
� ����
� ��
��� ��� ��� ��� �  �� �� ��
����
 �������� � ����� ������$ 
���� x̃(t)$ �� ��������� ��� �  ��
�� ��
����
 Uk(t) T

x̃(t) =
∑

k

ckUk(t) O?�CP

"
  ������ ��		� ��
����
� ��  �� T

U(t) = sinc(
πt

∆
)exp(− t2

2∆2σ2
) O?�DP

Uk(t) = U(t − tk) O?�FP

tk = k∆ O?�=IP

�� ������� �� ������� �� x̃(t) ��� ��	���� �
��� I �� �
� ���.��
�� �� ������� �� ������� ��
1/(2∆)� ��� ���<���
�� ck ��������
��
� �� ������ �� x̃(t) �� �
��
�� tk� H� ��-
����
� ��
�
�
� ������ ��������� �� �� ∆� � ���� � ������ ��� ���� ��
���� � ����� ��� ������ ��� ���<���
��

CF
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{ck} �
 ������
� �� 
�#� >� ��� ���<���
�� ��
� �����	�
�� �
 �5����
� �
 	��
��� ���� T

χ2 =
Nd∑
i=1

(xi − x̃i)
2 =

Nd∑
i=1

(
xi −

Nc∑
k=1

ckU(ti − tk)

)2

O?�==P

�U {xi, ti} �����
� ���
��	 �� ��� ��

���$ Nd ��� �� 
�	 �� �� ��

��� �� ��
���� �������� ��
Nc ��� �� 
�	 �� �� ���<���
�� � �����	�
��� ��� ���<���
�� ck 	�
�	��
� �� χ2$ �
 ���� ����
∂ck

χ2 = 0� "
  ����� ���� � �#���	� ��
���� ����
� T

∑
i

xiU(ti − tl) =
N∑

k=1

(∑
i

U(ti − tl)U(ti − tk)

)
ck ��� l = 1, 2, . . . , N O?�=BP

:
 
�����
 	���������$ �
  T
χ2 = (x − Uc)T (x − Uc) O?�=?P

> ��� � 	����� ��
� ��� ���	�
�� ��
� Ui k = U(ti − tk)$ �� � O���� �P ��� � ����

� ���	�� ���
��� ck O���� xiP� �� ���	� �
 ����
�
���� �
�����

� �
� U(t) ����� .�� � 	����� Ui k ����
 
�� ����
��� � �������
 �� �#���	� ������� ���� T

c =
(
UT U

)−1
UT x O?�=AP

��"�� 68!������� (�!'��

������ �������
�� ��

� �
� ����	���
 �� ���
��� ���� ��.�� ������ ���
�%������� H�
����� � �����	�
�� � ��*������� ��������
�
� � �
� �������
 ��
��
�� �� ����	��� � �������

������� ���� ��
� 
�
 �����	�
� ���� �
��������$ 	�� ���� ����	���� ��	��� ��
� �� ���
��	 ��
��� ��

��� {αp i, δp i, ϕi}i$ �U � �
���� ��� ������� ���
�%�������

>
� ���	���� ������
 ������ �� ���
���$ ���������� �� ��� ��
����
� α̃0
p(t)$ δ̃

0
p(t) �� ϕ̃0(t)$ ���

�������� �� ��	��� �
���������
� H� ����� �
����� � �����	�
�� ��� ���������
� ∆α̃p(t)$ ∆δ̃p(t) ��
∆ϕ̃(t) .�� ��
���
� �� ���
��� ����	�� ��� ���������
� ��
� ����������� �� ���� ���������	�
�
��� �  �� �� ��
����
� > T

∆α̃p(t) =
∑

k

akUk(t) O?�=GP

∆δ̃p(t) =
∑

k

dkUk(t) O?�=KP

∆ϕ̃p(t) =
∑

k

pkUk(t) O?�=CP

&�����
� ��		�
� ������� ��� ��5���
�� ���<���
�� ak$ dk �� pk� �� *�� �� ��

��� {αp i$
δp i$ ϕi }i ������� ���� ���������	�
� {αp i, δp i, ϕi, θi, α�

i , δ�
i }i� θi ��� �������	�
� ��� � 
�	���

�� ������ α�
i �� δ�

i ��
� ��� ������

��� �.�������� �� �������� ������� � ���
� 
�	��� �� (
�
�� ������ �� � 
�����$ ��� ��

��� ��
� ����������� �� ��� ��� ��� {αp i, δp i, ϕi, θi, ϕ�

i , θ�
i }i�

ϕ�
i �� θ�

i ��
� ��� ������

��� �� �������� �
� �� ������ �� � 
������ "
 ��� ��
� 
�������	�
�
	�
� � ��
������� �� χ2 ����
� T

χ2 =
∑

i

{(
ϕ�

i − ϕ̃i

σϕ

)2

+
(

θ�
i − θi

σθ

)2
}

O?�=DP

�U �
  
��� σθ �� σϕ ��� ������� �������� �� 	������ �� θ �� ϕ� ��� ��������
� �������� � θ ��
ϕ ��
� ��5���
��� ���� ���� ����
� T

DI
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• � ����
�� ���� θ ��� 	������ �������	�
� �� �� ��
���� ��������� � ���� ���� ����
����
������� �
� ���� .�� ���
 ��

+� � ��������
 �� ���� �� ������
�

• ��� ������ ��
� �#	����.���� :���� � �����
� �
� 2�
� ���� ���
��� ����
� � ��������
 ��
 �#�� OC$K ��	�
����P .�� �
� � ��������
 �����
�������� O=$F ��	�
����P�

��� ������

��� �� �������� ϕ� �� θ� �
� �� ������ �� � 
����� ����
��
� �� � ��������
 ��
���� �� ������
� >
� ������
 ∆α̃p$ ∆δ̃p �� � ��������
 �� ���� �
���� �
� 	���-����
 ���
������

��� θ� �� ϕ�� !� ���	��� �����$ �
  T{

θ� = θ�o + c11∆α̃p + c12∆δ̃p

ϕ� = ϕ�o + c21∆α̃p + c22∆δ̃p
O?�=FP

��� ���<���
�� cij ��
� ��
����
� �� αp
o$ δp

o$ θ�o �� ϕ�o� ���� ���������
 ��� ��

�� �
 

����
�� χ2 ��-
� �
� ?�=D �� ������� ���� ���� � ���	� T

χ2 =
∑

i

(
ϕ� o

i − ϕ̃o
i + c21∆α̃p + c22∆δ̃p − ∆ϕ̃

σϕ

)2

+

(
θ� o
i − θi + c11∆α̃p + c12∆δ̃p

σθ

)2

O?�BIP

��� ��� ��� ∆α̃p$ ∆δ̃p �� ∆ϕ̃ 
���
� �� �
����
�
���$ ��� ���<���
�� ������� ak$ dk �� pk 
�
�����
� �� ���� � ��
�� �� � 	�
�	�����
 �� ?�BI� 1��� ��
����
�� �� ��� ��	�$ �
 ���� �
	������ �������� ���� �5������ ��� ��������
� ������%���
�� "
 ������ �� ��� � ���������
 ��
� ��������
 �� ���� �� ������
 ∆α̃p(t) �� ∆δ̃p(t) � ����� �� � .�
���� χ2

1 ��-
�� �� T

χ2
1 =

∑
i

(
ϕ� o

i − ϕ̃o
i + c21∆α̃p + c22∆δ̃p

σϕ

)2

+

(
θ� o
i − θi + c11∆α̃p + c12∆δ̃p

σθ

)2

O?�B=P

� ���������
 ������� � � ���� ��� � ��
�� �
����� �
 	�
�	��
� � .�
���� χ2
1 ��-
�� �� T

χ2
2 =

∑
i

(
ϕ� o

i − ϕ̃o
i + c21∆α̃p + c22∆δ̃p − ∆ϕ̃

σϕ

)2

O?�BBP

:
 	�
�	��
� ?�B= �� ������ � ak �� dk$ ���� ?�BB �� ������ � pk$ �
  ����� � �#���	�
��
���� ����
� T



−
∑

i

(
ci
11

(
θ� o
i − θi

σθ
2

)
+ ci

21

(
ϕ� o

i − ϕ̃o i

σϕ
2

))
Ui l

−
∑

i

(
ci
12

(
θ� o
i − θi

σ2
θ

)
+ ci

22

(
ϕ� o

i − ϕ̃o i

σ2
ϕ

))
Ui l∑

i

(
ϕ� o

i − ϕ̃o i

σ2
ϕ

)
Ui l




=




∑
i

((
ci
11

σθ

)2

+
(

ci
21

σϕ

)2
)

Ui lUi k

∑
i

(
ci
11c

i
12

σ2
θ

+
ci
21c

i
22

σ2
ϕ

)
Ui lUi k 0

∑
i

(
ci
12c

i
11

σ2
θ

+
ci
21c

i
22

σ2
ϕ

)
Ui lUi k

∑
i

((
ci
12

σθ

)2

+
(

ci
22

σϕ

)2
)

Ui lUi k 0

−
∑

i

ci
21

σ2
ϕ

Ui lUi k −
∑

i

ci
22

σ2
ϕ

Ui lUi k

∑
i

1
σ2

ϕ
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� ���������
 �� �� �#���	� ��
���� ���	�� �� �����	�
�� ��� ���������
� ��� � ���� �� �
��������
 �� ���� �� ������
� � 	����� �� �#���	� ��� �
� 	�����  ��� ?×?$ ��.��  ���
��������
�
� � �
� 	����� ���� Nc × Nc �#	����.�� ��  
�� ����
�� O�� ��� ���  �

��
���������� �� >P� � ���
���� ���
� ��� ��������� ��� ���� ���	�����$ �� .�� ������ �� ��� .��
��� ���������
� �
 α �� δ ��
� �����	�
��� ��	���
�	�
�$ � ���������
 �
 ���� ��
� �������
����������	�
��

��"�� �����!����

�� ����� �� �#���	� ?�B?$ ����� � ���� �� 
�	 �� �� ��	����� � �����	�
�� 
� �� �
����
��� -���� ��	��� ��
� �� ���
����� �� � 
�����$ ��� ��
����� αp$ δp �� ϕ ����
� ��
��	�
�� ��

�	 �� Nc �� ���<���
�� � �����	�
��$ ���� ����
� �������$ ��� ��� � � ���������
 ��� �.�����
�� 	����	�
� �� � 
����� ��� ������ T

Ne Te = ∆Nc O?�BAP

�U Ne ��� �� 
�	 �� �����
�����
$ Te � ������� �����
�����

�� ��!�������$ �� ∆ �� �� �� �
������� :
 ������
� .�� �� 	����	�
� �� � 
�����  �
 ������� ��	��� � I$G /2$ �
 � ���
� T

Ne

Nc
=

Te

∆
� 150 O?�BGP

1��� ��� =B ������ ��

��� �� ��� ;�?$ ��� ��������
� � �
����
 4 104 ���<���
���
:
 ����.��$ �
 �����	�
� ��� ���������
� ��� �� �#���	� ?�B? ���� �
� �� �� ���������
�

1���$ ��� ���������
� ��������
�
� � ��� ���������
� ���� -
�� ��
� �����	�
��� ����������	�
��
"
 ��	��� �� ����� ���
 ��� �5��� ��� �� ����� �
� ��� ��

���� :
 �5��$ �
 ���� �� �����
T0 �
� ��� ��

��� �� ��
���� �������� �
���� �
� ��	��� � 
�	 �� �� ���<���
�� ����
�
���� ��������� ����.�� T0 ^ 
 ∆ O��� 
 � =IP$ ��� ���	�
�� ��������
�
� �� � 	����� ��
�#���	� ?�B? 
� ��
� ���� ��-
��� ��� ���<���
�� ������ �
� ����� 2�
� �������
�� :
 ������
�
?�B? ����������	�
� ��� �
� ���������
 O
�	 �� �� ���<���
��P ������
��$ �
 ������� .�� �
���������
 ��� �����	�
�� � 	��
� �
� ����� H� ��<� .�� �� ������ Ne/Nc ���� ��<�		�
�
��
�$ �#��.��	�
� Ne/Nc � =GII$ ���� .�� �� ���� �� ���� �	����
� 
� ���� ���� �� ��� ��	��
��� �������
��� ��
� ��
������� �
 �	���
� .�� � ���������
 ���� �� �� �� 	�������� ��
���%
��	�
�$ ��� ���<���
�� �������
�� ��
� 	�� � 2��� ���� �� ����� ��� ���������
� �
� ?�=G%?�=C�
� ��*�������  ��� *����� ����������	�
� *��.��� �
� ����� �� Ne/Nc �� BII� "
 ��
����
���� .�� �����������
 ���
 ���� ��
� 
�	 �� �� ���<���
�� 
�	������ �� � ��������
 �� �
����
��������
 ���

�
' � ������

��$�� 6���-�� ��� �����!�

"
  ������� .�� �  ������ �� ����������� ���� ����
��� �����
��������	�
� � � ��������

��  �#��� ����� �#������� ���� ���� ��
��X��� �
 ����-
� �� ��
�� ��  ��� �
� � ��5���
��
�
��� � ���� ��� ������� �� � ���� �� ��
���� �������� �
 ��
����
 �� 
�	��� �� ������ �
-���� ?�=B 	�
��� � �����
�� ���
 ���  ���� ��� ���
�-� .�� �  ������ �� ����������� ���
�
���
�� �� ��
� �� � ��������
 ��  �#��� � ���� �� ��.�� ���
� ���� ��
� ���� ��������
���� ��
�� ��	��� �� ��� �5���

���� ��=
� �
�� �� 	������
� �� �� ���
��������
� ��� ������� ��� � 	������� ���� �� �����
� ���&����

DB
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���� ?�=B W L	�������� )� �������� �� �������� � �� �	�	� ���� �� �	���	���	�� ��� �	>�������
�� ������ ����� �	���, �� ���	��� �����	��� �� �����	�� �� ������ �� �	��� �� �	����

"
 ���� ����	�� ���
���
���
 ��������
�
�� �� �  ������� �� ������� �
��� ��� �����	����
�� �  ������ ��� �� ������� �� G�� "�$ �
� ����
�� �� = 		 �
� �� ��
 ���� ��������
� � �
�
��������� 
������ �� =$F�� "
 �
 ������ ���� ��
��� ���
���
���
 α �� �  ������ ��

���
�
� ��
����� lb OAK 		P T

α lb =
5′

1, 9′
1mm −→ α � 3, 3◦ O?�BKP

��$�� )��(����� �� �� ��(�����!(����

(��� ������ ��	���	�
����� ��
� �����
� ��� ���� ������ � ��������
 �� ���
���� �� ���%
	��� ��
����� � ������� � ������ ����
 ��� ��5���
��� �
��� � ��������
 ����
������� ��� ���
��
�� � ��������
 ��� ������� ��������
�
���� � ������ ����
 �� ��� ���� ���	�� �� .�
��-�� �
��������
 ��� �� �� ���
���� � 	����� �� �����
�� �� �#���	� ?�B? ��
������ �
� ����
��
������ ���
���	���
 ��� � ��������
� ����� ���
���� ���	�� �� ��
������� �
� ����	���
 ��
��
��
�� �������� �� ���
����

���#	����� ��� ��
����� ������� �� 
����� �� ��
-
�� � KDQ �� FGQ �� � -���� ?�=?
	�
��� .�� � ����
�� ���� ��� �����	�
�� ��� �
� 	�������� ��������
 .�� � ����� "
 ������
.�� ��� ����� �#��� ��
� �� =� ���� � ����
�� ���� �� �� B$?� ���� � ����� �������� ��� �
����
�� ���� ��� ��
� �
����
 ���� ���� ���� ������ .�� ����� ��� � ����� "
 �������� ���
�
��� �� ��� .�� ��� ����������� �
� �
� ���	� �#	����.�� O=$FtimeC$KP� � 2�
� � ������ �� �
�
����� ��� ���� �	����
�� �
� � ��������
 ��  �#�� .�� �
� � ��������
 �����
���������
(����� ���$ ����� � ��������
 ���� ��� 	������ �������	�
�� :��� ��� ��	���	�
� ������ �

D?
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�	��� �� ������ � ���� ���� ���� ��	�����	�
� ����
�������� "
 �����
� ��
� �5������	�
�
� �� .�� �������� ������� ���� ���� ��
���

"
 
���$ -���� ?�=?$ .�� �� ���
���� �5�� �� ���������	� ��*����	�
� �� ��*������� ���
�� ������� ��� .����� �
� � ������ ����
 ��� �������� :
 �5��$ ��� ��
����� ��������
�
� ��

����� �� ��
-
�� � KDQ �� � FGQ$ �
� �� ��
 ∆θ%∆ϕ$ ����	���
� �
� 2�
� ���� ������� �
�
���� ��*����	�
� �5������ � -���� ?�=A 	�
��� � ������ ����
 ��� ��5���
��� �
��� ��� ������
%

��� �.��������� "
 ������ �� ����� ������ ����
 .�� � ����
��������
 ��� �5������ ��� �
�
������ O= σP �� ������� �� B��

� 	����� �� �����
�� ���	�� �� �������� �
� ����	���
 ��
��
�� �� �������� �� ���
����
����� ���
���� ����
� �� 
�	 �� �� ��	����� �������� ���� ������� � ��*�������� "
 ��� �

����.�� ��
���
�� � ��� .�� ��� ��

��� 
� ��
� �� ���������	�
� �������� :
 ����������$ ���
����� �� ���� �� ∼ =I Ne/Nc ���
�����
� �
� ��� ��

��� ��
� O�����	�
�P �������� � �������

�� �#���	� ?�B?$ �� ��
� �������� �������� ���� �� ����� �U �� 	����	�
� ��� ��������$ ��������
��� � ��
����� ����%����	�� �
� ��� 2�
�� ������ �
 ���
�� O�������P�

"
 ������� ���� �
 *����	�
� ���� ��.��� �� ������ Ne/Nc ��� �� ������� �� =III� ����%
���� ������� ��� ���� ��<�		�
� ����� ���� ���� ��������� :��� ��� ���� *�����$ ��� �
 ������
���������$ ���� ��������
��� � � ����� ����� �� � ������ ����
 ��� ����� �
��� ���
�� �� ��������
����� ����	���
 ��
��
�� ��� �������� ���� ���
��� ��� 2�
�� �U �� ���
��� ��� �� 	����� .�%
�����

� ��������
 �� ���
��� ��� � ��	���� ��� � ����� ����������.�� �� �� � ���  ���	������
E��� �
��.��
� �
� � ������
 ?�G�A ��		�
� ���5����� � ����
��������
 �� ��
 ���� �� �
�����	�
���
 ��� �� �� �
����	�
���� � ����� �� �� � ��� �#��.��	�
� ��� �� ������� �� =I��
�������� �� ���
��� ��� ��
� ����%��	�	
�� �� ������ � ���5�� �� �� �� �
����	�
�� (��

���
� �� ��� ����.��$ �������� �� ���
��� ������ �� �� � �5����� 	����� � ����� �� ���� �� �� �
�5����� ��������
� � � ��
�������
 �� �� � �
����	�
�� �� �� �������� �� ���
����

��$�� )���!������

1��� ������� ��� ����������.��� �� � ��
������
$ �
 ��	��� � ��������
 �� ���� �� ���%
���
 ��� ����� ��������
�
� � � �������� ����� T δaxe−δverticale� H� ��� ���� .�� �� ���	� δverticale$
��� � ������	�
� ��  ���
 
� ��
���
� .�� ��� ����  ���� ���.��
���� ! ����� �����	���$ �
�
������
 �� G� �� � �������
 ��  ���
 ��� ?I ����
��� O��	�� ����������.�� ��� � 	����	�
�
�� � 
�����P$ �	���.�� �
� ������� �� ������	�
� �� ������� �� KII 8	L�� �� ������� �� δaxe$
����$ ���	�� ��
� �� 	����� �
 �����
�� ��� 	���� �� ��
������
� "
 � ����� ��� � -���� ?�=G
���� 	���� �� ��
������
� �� 	��� � I$I?G /2 ��� ������ � � ���.��
�� �� ������
� �� 	���
� I$IAA /2 ��7��
�� ��� � ���.��
�� �� ��
������
 ���
 ��
���� ��	��� ���
����
 =BG 	�����
�� ��
�� ����� ����
�� ��������
� � � ��
����� �� � ��+
� �� ����

��$�" ��(�����!(���� �! '��� +�(��

� �����	�
���
 �� ��
 ���� ���5����� � ����� �� ���
� �
���� �� ������� �
� ��� ��

���
���  ���	������ �� ��	���� ����
� �� ������� ��� �� ������� �� AIa� ������� �� ��	����� ��
�
��		� �
� ������ ��
������� �� ������� �
 ��� �
� �� ���
�  ���	����.��� ��� �5�� ��� ��������
-���� ?�=K� ������� �� ���
� �� ������� ���	�� �
�� �� ���������� �� �� � �� ����
 ���
����������� � -���� ?�=C 	�
��� .�� �� ��	�� �� ����
�� ���  ���	����� ��
� �� ��� �� ��
� ��

DA
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���� ?�=? W �	���	���	�� ��� ������� ���� �� ���� �	������ �,	��� $ ����� �"�� ��� �	"���, ��
�������� & ?JT �� FAT� .�� �����1 �"��� � �:�������� �� ���:����	�� & ����� �� ���
� & ���	���

���� ?�=A W (����� ����
 ��� ������� �
 ������

��� �.�������� ���� �� ��� ;�?� ��� 
�����
�� ��
-
�� � FGQ �� KDQ �������
� �
  �
��

�� � ��������
�
� �#	����.��� ���#	����� �� �� � ��� ��<���� � ���
��� �
 ��	���$ �� ����
��	���.�� � � ������
 ��� ����� �� ����� ��� �5�� ���� ��
� ���� ��������

�����.��	�
�$ � ����
�� �	������

���� ��� 	�������� �� � ��
����
 e−t/τ � �� ���
� ��
 ���	���� ��������
� � � ��
�������
 �
��� �� ���
� �
����
� �� � ����
�� �	������

����� �

DG
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���� ?�=G W +������ �� �� ����	��	��� δ �� � �,� �� �����	���

����
�������
 ���5����� �
� ������� �� �������$ �U ���� ��������
� � �
� ��	��� �������
� 1���
!�������$ ������� ��� ��������$ ���� �
� ��� ��

��� ��� �� �#�
� ���	�.���$ 	�� �
 �����
��
� �����
�� �� ���� ��
��
��� �� ��	�� RBS�

� ����
��������
 �� ��
 ���� ���� ���5������ ��	���	�
� �
� �� ������ ��� � � 
������
� ��������
 �� ���� �� ������
 ��
� ��

��$ �� ��<� �� ������� ���� ��.��  ���	���� �
���� ϕb �� � ����
�� ���� θb -
 �� �����-�� � ��������
 �� ������ "�$ ��	��� ��
� �� �
���	����� �� � 
�����$ ������ 
������ (ϕb − ϕSST )$ �
��� � ���� ���
  ���	���� �� �����
�� ��
���� �������� ��� ��
��
��� � ����
�� ���� θb ��� ����	�
� ��
��
��� "
 ���� ����
�������� �� ���
� �� ������� ���� �����	�
�� ��� ������� � �������
 �� ������� ��
� ��

��
�������	�
�$ ��� ������

��� �
� �� ������ �� � 
�����$ ϕJ �� θJ $ �� ������
� �����	�
� �
����� �� ���
���� � �������
 �� � ���	� �� �� � ���
  ���	���� ��� ���

�
� ���� �� �
������ ����
 ��� ������ �� ���
� ��  ���	���� �
� �� ��
 (θJ − θSST )%(ϕJ − ϕSST )$ �U θSST

�� ϕSST ��
� ��� ������

��� �� � ����� ��
���� �� ��
���� ��������� � -���� ?�=D �������� �
����
��������
 �� �� � ��  ���	���� B=C8IA �� ��� ;�?� �� 	��	�	 �� � ������ ����
 ���	��
�� ������� ��� ������

��� ��  ���	���� �
� �� ������ �� � 
�����$ �� ��
� � ��������
 �� �����
��  ���	�����

�
) ����������

� ��������
 �� ���
��� ��� �
� ���� ��� �� � ��+
� ��
�#�� ��� ��

���� :��� ���
�����������	�
� ������� � �5������ �
� �� ��
����� ��� �������
���  ���
 ��		� !������� ��
��� �� � �#
	�.�� ��	����� �� � 
������ ��� �������	�� .�� *�� ���������� �
� ����
�
�

DK



9�F� �������	��

-190

-185

-180

-175

-170

-165

-160

-155

-150

-145

-140

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6
Temps (mn)

Si
gn

al
 (

µ
V

)

���� ?�=K W %�� �	�� �����"�� ���� ��� ������� �� �� �����
��� ������������� �� �	��� 	���	� ���
I��	����

���	�� ��� ��
�� �� ���
��� ��� �
� ��������
 �� ������� �� B� O=σP� ��� ������ �
� �� �������
��� ��5���
��� ����� �������� � � ����
��������
 �� ���
����

���������
�� �.���� � ����� �� �� �����  ��� ��
����� ��� ����� �
 �5�� �
� �� ���� ��
��
�#�� ��� ��

��� �������� � ���
��� .�� *�� ��������� ��� ����
�.��� �������	�.��� .��
	��
� ��� ������ ���� � ����� �� ����� �5����� �
� ����� ������

DC



����	��� 9� /����������	�� � ���	���� ���� � �,���	���� 0�������

-190

-185

-180

-175

-170

-165

-160

-155

-150

-145

181.2 181.3 181.4 181.5 181.6 181.7 181.8
Temps (seconde)

Si
gn

al
 (

µ
V

)

-185

-180

-175

-170

-165

-160

181.2 181.3 181.4 181.5 181.6 181.7 181.8
Temps (seconde)

Si
gn

al
 (

µ
V

)

���� ?�=C W % �����	������� ��� �� �	� �� �� ���� 9��F ������ � �����"�� �� ����� �� �	���
	���	� ��� I��	��� .���� �� �����1� %� ��������� �� ����� �� �����
��� ���� ��� �������	� ��
���� ���� �� ���� �� �������� -��� ����	�� ��� �>�� .���� �� ���	��1' �� �	��� ��� �����"����
�� �� ��������� �� ������

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

47

48

49

50

51

52

53

54

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45

Différence de phase (degré)

D
istance axiale (degré)

In
te

ns
it

é

���� ?�=D W /����������	�� �� ���� ����� & � �	�� �� �	��� �� I��	���� %� ���� �� ����� �����$
����� �� �	���	���	�� �� �	��� �� �����
��� )�@C<4 ."�� B+91 ���� �� ���� (θJ−θSST )$(ϕJ−ϕSST )
.����������� ���� �� ���
�� �� �� �������1� %� ���� �� ���	�� ��� ������� �� ���"������ �� �	�$
��	���	�� �� �	��� �� �����
��� ��� �� ����� ����	���

DD



9�F� �������	��

���� ?�=F W /����������	�� �����
�� �� ���� ����� & � �	�� �� �	��� �� I��	���� *	��� �����	�
��� �� ����������	�� 0��������

DF



����	��� 9� /����������	�� � ���	���� ���� � �,���	���� 0�������

FI



�	��	�����	�

R=S �� E��$ 1� �� '��
����$ !� H��
�����$ �� )��$ !� '�
�+� i (� 3��
$ BII?$ &����N ��
����
��-� H
����	�
��$ CA OFP$ A=KF % A=CG

RBS 1� ��������$ ����� �� �������$ BIIB$ >
�������� �� 9��
� ��

F=



8	��	�����	�

FB



�������� �

�����	��

��������

 �� 2�����	����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #�

����� 7�	�+��	�
��!"�
 ��
 ������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %�

����� ���	�+����� �� +�	��
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � %0

 �� �
�����(
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � #-

����� 5
������� �� �� ����� �� ��
� �� �
!"��� �� <���:�� � � � � � � � � � � %%

����� �����
����� �� �� ��	���+� *�	 *�:�� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �-�

����� �����
����� �� �� ��	���+� *�	*����+"���	� 4 �� ��	�+���� �� ����2��� � �-#

����� 3�
�	���� *�"	 9	+ ��*
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����& 9**��+����� �": ������
 ��9	+ ��*
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

 �� �
�����(
 ��� ���
�
��
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ,	�*	����
 ��
 ���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� 1��������
 �� �	"�� �=/ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� 3�
�	���� ���+ ���������
 *�	 �:�" �� �	��
�����+� � � � � � � � � ��&

����� ��
� �� >"�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��0

����& 5?+�+��� �" ��
�	���� �� ���������
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��#

����0 3�����**����
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��-

����� 9**��+����� �": ������
 ��9	+ ��*
 � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����# 1��������
 �� ��
�	����
 *�	 ����
����� �� ��	���+�
 � � � � � � � � � � ���

 � �����	���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ��)

%
	 0�����������

(
� ����� �����$ *� �����
���� ��� ����������.��� ���
������ ��� ��

��� ��!�������� 1���
���� ���� �
�������  �����	�
� ��� ��� ��	�� ���� � � � ������
 ��� �����$ *� ������� ���
�������	�� �� �������� ���������� �
� �� ���� ��!��������

"���� 2���(������� !�� ��� �������

��� ��

��� ��	�������� ���
  ���	����$ �� �"H O��	� "������ H
���	���
�P$ 
� ��
� ��
�������	�
� ������� ���� � -���� A�= 	�
��� �
 ���	��� �� �"H� "
 � ����� � �����
�� ��
�	�����$ ����� � ���� �� ���� ������� �
����� �� ���
�������
 ��� �
 �#�
 ���	�.��� "
 
���

F?



����	��� 4� �����	��

���� A�= W 7,����� �� �5� � 0������� ."�	� & )�@ NL#1� %�� �	�� �������� ���� ������� �	�����
�� ������������� & �� ���S� � ����	� ��	��� ��� �� ������ � �� ����� ����	��� ���� �� �����
����

����	�
� � �����
�� ���
� ������ � ����  ��� ���.��
��� ����� ������ ��� ���� � �����������%
	�
� �� ��#����� (������ �5���$ ��		� ��� �����
��
�����$ �����
� ���� ���� �����
�� �
� ���
��

���� ��� 2�
�� �
�� ��
�	�
��� ��
� �
������ ���� ��� �"H ��
� ������� ���� �������� ���
�5��� �� �
 �
��	 �� �� �����
�� ����������� �� ���.���� ������ �� ���
����	�
�� ��� ������� �
����  ��� ���.��
�� ��
� �� ���	��� �������� � ����� ���
 *����	�
� ���#
X	��� ��� �������
����� � �����������	�
� �� ��#���� ��
� ��������� �
 ��������
� ��� ��

��� ���  ���	����� ���
����	�	������

��� ������
� �� ��

��� 5������ �� ��� �#�
� ���	�.��� 
� ��
� �� ������ ��� �� ��
�
��	������ �� �
� ��������
 ��
���
�� ��  ����� �#��.��	�
�$ �� �����	�
� ��
���
� 	��
�
�� =$GQ ��� ��

���� ��� 2�
�� �
�� 	���-��� ��
� ���.������ �� 
� ��
� �� ������ �
 ��	���
���� ��
�#���

��� �"H �������� �� ��

��� ���� �����	�
� ��
� �������
���� ��� � -���� A�B� �� ���
�
������#��.�� ��� ��	�
� ���
�����	�
� �� ���� ������� T �� ���X�� �� �)' �� ���	�����

�����.��� 1��� �������� ��
�#��$ � ��
��� ����
 �� ���X�� ��� ������� ��� ��

��� ���� ��
�����	�
� ��
���� �� ���
� �����.�� ���+� 
����	�
� �
� ��� ��

���� :
 ������ ��
��
 �����.��$ ��� ��

��� ��
� ��	�
��� �� ��  ����� "
 ���� 
���� � �����
�� �� 4�������
�
� ��
�� ������� -���� A�B� ��� 4�������
� �
��.��
� .���� ������ �
� ��	���
�� ��  ���� �  ���
���.��
�� �	����
���

�� ������� �#��.�� ���
  ���	���� ��� �������
�� ��� � -���� A�?� ��		� ��  ���� ��	�
� ��
���
� �� �)'$ � ���	� �� ������� ��� ��� ����
������	�
� � � 9���� �� �  ����� � ��������
��  �#�� �
 ������ ��� .�� � 9���� ��� ��� � ��.�� ������
� ����� �������
� ��� ���� ������
�� ���.��
��� 	�������� �� � ���.��
�� ������
 fspin� (��� 2�
�� �� �����
���
� �
� �� ��������
!�%���� �� = /2 �
����
$ �� ������� ��� ���$ �� .�� �
��.�� .�� ��  ���� ���  �
�� ! ����  ���

FA



4��� ���������	��

���� A�B W %� ���� �� ����� ������ �� �,����� �� �5� 	����� �� ���	������ �� �������� %��
�	����� ��� ��� ����"��' �	��	 ��� �� ���������� ��
� ����� ��������� �� �� �	�S��� �� ����� ���������
������ ��� ����������� ������ ����������� %� ���� �� ���	�� ������ �� �����	������� � ���
����	�� �� �5�� 5� ���� �����"�� ��� �	�� ������������� �� �	��� �����	����

���� A�? W %� ���� ������ �� ������� �� ��	������ �	��� �� �����
��� )�@C<9 ."�� B+91� ��
������� 	������� �� ������������ ���	��� � �� �����
���� %�� ������� ���� ���	���� ��� �� ���	�'
�,����� ���� �� ��	�� �����	���� %� ���,	�' "�� ���� ���
� ����' 	���	� �� �	� & 99 �L# � ���
& �	�� & �� ��������� �� �����	�� fspin� %� ������� �� ��	������ & ����� ��������� ��� ��� & ��
�������� �� ���	"��� %� ���	� ��������	�� ��� �� ���� �� ������� ��� ������ �� ����� ����	��� ���	�
���� 0�$���& �� <'J L#' �� �����"� �� ������� ����' ���	��� � �� ���	� ������

FG



����	��� 4� �����	��

���.��
��$ �� ������� ��	�
�� �� ���
 �	����
��� �� �#�� ��  ���� ��� �����  ���� =L�� ��
������� �� �����
�� ��  ���� ��� 	������� �� �
� ��� �� �#�� T

P (f) = σ2

(
1 +

(
fk

f

)γ)
OA�=P

σ ��������
� � 
���� ��  ����  �
�$ γ ��� ���
���� ������� �� � ��	���
��  ��� ���.��
���
1��� !�������$ γ ��� �#��.��	�
� ��	���� �
��� = �� B� �� ��	���� fk ��� ������ � ���.��
��
`��
��a� H� ��������
� � � ���.��
�� �� ��
�����
 �
��� ��� ���� ����	��� 1��� ��� ��

���
��!�������$ � ���.��
�� ��
�� ��� �#��.��	�
� ��	����� �
��� I$= /2 �� = /2� ��� ���
�-� �

���������� .�� ��  ���� ������ �� ������� ���� 	�
��� *��.��� = /2�

:
 ���� �� �)' �� �� � 9����$ ���	�����
 �	�������.�� ��
��� �� �� ���
 �	����
��
�� ��

��� ��!�������� ���
��
���� �� ���
� �	�������.�� ���� �
 ��
����
 �� ��������� ��
 ���
 �� �� ���������� ���	������� �
� � ���
� �� ����� �
����	�
���� ����� �������� ��%
��
� �� ���������
 �� �� � �����
�� ���
��	���
����� ������ .�� ��� 
���� ���2�
�� � ����
� GAG 9/2 ��� �
 ��� ������ � ����� ��� ��	���
��� �����.�� �� �	�������.��� �� ���
�
�� �)' ��� ���� �� �� � ����� ���.��
��� � �����������
 ��� ����� ����� �� ����� � GAG 9/2
���	�� �� ��������� ��� ��	���
��� �����.��� �� �	�������.���� ��� ��

��� �
�� � ��
���
��
� ��������� �
� ��
�#�� �� �)'� ����
�
�$ �
� �� ���� � ��#��.�� �����.��$ � 	�%
����� 
���� �� ����� ��� � � ������
 �� ���� �� ���� ���� ���� ��� ��	�� ����� �
� ��
��
����� ������	�
�� .�� *�� ��������� � ���
 �� � ���� �����
 ��� �������	�� ���	���
�
�� �������� ��� ����� �� �����

"���� �����(����� �� (�����

� � ������
 �� ����� ��
����� � ��������� � ����� ��� ��

��� ��	��������$ ��� �"H$ ��
���
� �� ����� :
 ����.��$ �
� ���� ��� �
� �������
����
 ����������$ ����� � ���� �����������$ ��
����� � �����������
 /����� RKS ��� � ���� �������� �� � ��		�
����

��� ��

��� bt ���
  ���	���� �����
� �������� ��		� � ��		� �� ���
� �����

� �� ����
st �� ��  ���� nt T

bt = st + nt OA�BP

�� ���
� st ����
� �� �  ����
�� �� ���� �� � �������� ��  �#��� "
 �����	� ����� ����
�
��
���� � ���	� T

st = Ptpmp OA�?P

� 	����� �� ���
��� 1$ �� ��	�
���
 Nd ×Np$ ��
� ��	��� �� � �������� ��  �#��$ Np

��
� �� 
�	 �� �� ������ �� � ���� m �� Nd �� 
�	 �� �����
�����
� �� ��

���� :��� �
��.��
� ��.�� �
��
� �� ����� ���� ��.��� ���
�� �� �� � �
����	�
��� � ���� mp ��������
� ���� �
� ��
�������
 �� ���� �� �� �� �� E���
� .�� � ������
 A�? ������� .�� �� �� � ���� �#	����.��$
�� ����� .�� � ����� �� ���
� ��
����� 
� ����
�� �� �� ������
����
 �� �� ���
����

� ���� �� ���� ��� ���
� �����.��	�
� �� 	��	�	 �� �����	 �
��� :
 ���
� ���#��%
����� .�� ��  ���� ��� �� �#�� ������
$ �� ���
��� ���� � ��� �� ���  ����� ����
�� T

P (n) =
1√

(2π)Nd |N |exp

(
−1

2
nT N−1n

)
OA�AP

�U E ��� � 	����� �� ���������
 ��  ���� T

Ni j = 〈nnT 〉i j OA�GP

FK
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:
 ������
� A�B �� A�?$ �
 � ���
� � ���  ����� �� ��������
 ��� ��

��� b ���� �
 ���� -��
m T

P (b|m) =
1√

(2π)Nd |N |exp

(
−1

2
(b − Pm)T N−1 (b − Pm)

)
OA�KP

����.�� � ���  ����� P (b|m) ��� ��
������� ���� b -�� ��		� �
� ��
����
 �� m$ ����� ���%

���� ��� ������ ��
����
 �� �����	 �
�� L� � ���� �� ���� m̂ .�� 	��	��� � ��
����
 ��
�����	 �
�� ��������
� � T

m̂ =
[
P T N−1P

]−1
P T N−1b OA�CP

� ���������
 �� ���.����
 A�C �	���.�� ���
������
 �� 	������ �� ����� �	����
��� 1� ���	���$
���
������
 �� � 	����� N−1 
�������� O(N 3

d ) �������
� �� ����� �� � 	����� P T N−1P O(N 3
p )

��	
�� �������
�� 1��� �
� �������
�� ��		� !�������$ �	���.�
� ��� �"H �� ������� 107

���
�����
� �� ��� ����� �� ������� �� 106 ������$ �� ������ �
������
� ��
� ������� ��� ����.��%
	�
��

1��� ��
����
�� � ��<����� ���� � ���
������
 �� � 	����� P T N−1P $ �
 ���� �������� ��
�#���	� ��
���� ��������
�
� � ���.����
 A�C � ����� ���������	�� ��������� ���
������
 �� �
	����� �� �����
�� ��  ���� ���� �
 ��� ���5������ �� ��  ���� ������� �����
�� ����������� :

�5�� �
� �� �� �U ��  ���� ��� �����

���$ E ��� �
� 	����� �� �������2 T

Ni j = f(|i − j|) OA�DP

(� ����$ �� � ��
����� �� ���������
 ��  ���� λc 
���� �� ���� ��
�� Oλc << NdP$ E ���  
��
����
�� �� .���	�
� ������
���� T

Ni+1 j+1 = Ni j ��� ��
�����
� ��	���� �#���.��� OA�FP

(
� ������� �� �������$ ��� 	������ ������
��� ��
� ����
���� :���� ���
�����
� ���� �����%
	�
�� (� ����$ �� ������� �
��� �
� 	����� ������
�� �� �
 ������� �� �	�
� � �
 ������� �
���
���� ���������

� ���������
 �������� �� �#���	� ������ � A�C �	���.�� � ��.�� �������
 �� ������� �� �
	����� N−1 ��� �
 �������� �� ������� 
�������� �
 ���
���� O(N 2

d ) �������
�$ �� ��
� ��.��
�������
 ��c����� �
 ��	�� �� ������ "�$ ��	��� ��
� ��� ���������� ��  ����$ �
 �5����� ��
������� 	�����%������� �
� ������� �� ������� �U �� ��������
� � ������� �
��� ���� ���%
������ �� ��	�� �� ����� ��� ���� ��	�
� �� �� ����� �� � ��
����	�� �� ������� .�� ���� �

O(Nd lnNd)� �� 
�	 �� ���������
� ���� �5������ �� ������� 	�����%������� ��� N−1 ����
���� �� O(N 2

d ) � O(Nd lnNd)� ����� ��������� ���	�� ��
� ���������� ��� 	������� ���������
������ .�� �� 
�	 �� ���������
� 
� ���� �� ���� �	����
�� ��� 	������� �
� ��� ���������
�
� ��
�#�� ��� ��

��� ��!��������

(
� �� �� �U ��  ���� ���  �
� �� �����

���$ � 	����� �����%���������
 ��  ���� ���
���������

���� � � 	����� �
���� ���.����
 A�C ������� ���� T

m̂ =
[
P T P

]−1
P T b OA�=IP

� 	����� P T P ��� ����
�� �� �
��.�� �� 
�	 �� ��� �������
� ���� ��.�� ������ ����������[
P T P

]−1
P T ��
������ ��
� �
� ���� ��
� � ����� �� ��.�� ����� ��� ������� �
 	�#�


�

��? �� 	
����� 	�� ��� �
�����
�� �� ������� 	
�� ���� ����������� -�	������� ���� �� ��� 
3 �� �� � 	�� ��
�
�������
� � #����� �������� �� 	
��� �� �
������ ��� 	�� ���������� �� ? ���

FC
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���� A�A W ����� ����� ���������� �� �����
��� )�@C<4 ."�� B+91 � 0�������� 7��� � ��� �������
��� �����	�	�� ���
� ������ ��� ���������� 	����	����� & <'� L# ���� � ������ �� *���	��� �����
������� 	���	� ��� ������� ���� ��� �5� �� ���� �� � ����� �� �	��� �����	����

��� � �������
� ��������
�
� � �� ������ �� ������� ��� ����� ��������
�

� �����
�� ��  ���� �� �#�� =L� �
� ��� ��

��� ��������
� � � �����
�� �� ���������
 �
��
�� �������� ��  ���� =L� ��	���.�� �� ��������� �� � ������
 �� ����� H� �� 	
������ �� �
�����
�� �� ������� �  ��� ���.��
�� �
� ��� ��

��� ��	��������� ��� ������
� �
�����
� ���
������ �
� ��� ����� �� �����

�� 	�#�
 �� ���� ��	��� ���
����� ��� ������� ��� ������.��� �
 -���� ����%��� ��� ���
��

���� ����
�
�$ ����������
 ���
 ��� -����� �
���� ��� �� �
�� �� ��� �� ������ �� ���
�
�����.��� "
 ���� � ������ ��� �5�� ��� � -���� A�A� ������������
 ��� ����� ��������
�
���$
�
� �� ���� �� � ��#��.�� �����.��$ �����
� ���� ��<����� (� ����$ ��� �� �
�� ��
�
� �
�����	�
���
 �� ������� �� �����
�� 
������ � ��
�� ������� �� �)'� H� ��� ��
� ����

�������� �� ���������� �
� �� ���� ��!������� ��� �������	�� �� ��������$ ����� � ���� ���
�������	�� �� ��� �� ������� ��  ���� �
 =L� �
� ������ ��� ��

����

%
� ������&�

�� ���
���� �� �������� ��
����� ��
� � ��������� ��� �������  ���� ���.��
��� ��� ��

����
1��� ���$ �
 ������� � �����	�
�� �
 	����� �� ������ dt �� ����� .�� � ���� � ��
�� ���
b′t = bt − dt 
��� ���� �� ������� :
 ����.��$ � ������ dt ��� ���������� �� ��
 ���������	�
�
��� �
�  �� �� ��
����
� > T

d(t) =
∑

k

ckUk(t) OA�==P

E��� ��
� �
�����  ����
 ���
� .�
���� M .�� 	����� �� ����� �� ������� ��� ���<���
�� ck

��
� ���� �����	�
�� �
 	�
�	��
� M� �� ��� ��	� ��
����� ���� � ������� �
� 	������ ���%
	���
� �� 	������ �� 
���� �� �������

(
� �
 ���	��� ��	��$ 
��� �����
����
� ��� 	������� �� �������� .�� 
��� ��
� �������%
���� �
� �� ���� ��!�������� E��� ����������
� .��������	�
� ����� ���������� ����������� �


FD
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��� ����.�
� �� ��

��� ��!�������� (
� �
 ������	� ��	��$ 
��� .�
��-���
� ���<�����
�� ��� �������	�� � ����� �� ��	�����
��

"���� 0��������� �� �� ����� �� ���� �� ��� !��� �� 9���7��

-������

1��� � ��
�� �
� ����	���
 ��� �������$ �
 ���� ��	���	�
� ���
��-�� ������%�� ��� � �����
 ��� ���.��
�� ��� ��

���� ����
�
�$ �
  �� .�� �� ������� �
������� ��� �� �
�� � ����
�� � �����
�� �� ���
� �����.��� 1��� ������ ��� �5��$ �
 �5����� ������	���
 �
 
� ���

�
�� �
 ��	��� �� ���
� �����.��� "
 ������� ��		� 	����� M T

M =
∑

i∈
����

(bi − di)
2 OA�=BP

"
 ������� �
 	�.�� ���� ��������

�� ��� ���
�� �� � �"H � ������ �� 	�.�� ��� ��-
� �
����� ���
 	����� �� 9����� "
 ������� ���� ��� �
� ���� ��( R=?SRGS� ����� ��� ���
�� #
�
�
� �
��
���� �
�������� � �
 �����
 ����� �
������

�
� �
� � ��		� A�=B�

:
 ������
� ��� ��
����
� ��  �� ��-
��� �
� ?�A�=$ �
 � ���
� T

M =
∑

i ∈
����

(
bi −

Nc∑
k=1

ckU(ti − tk)

)2

=
Nd∑
i =1

δgal(i)

(
bi −

Nc∑
k=1

ckU(ti − tk)

)2

OA�=?P

�U Nc ��������
� � 
�	 �� �� ���<���
�� � �����	�
�� �� Nd � 
�	 �� �� ���
�� �� ��

����
� ��
����
 δgal(i) ��� I �� � ���
��
� � ��  ���	���� ���
�� ���� �� ��
 �����.��$ �� = ��
�
�
:��� ��� � ��
�� �������	�
� � ����� �� 	�.�� �����.��� ��� ���<���
�� ck 	�
�	��
� M$
�
 ���� ���� ∂ck

M = 0� "
  ����� ���� � �#���	� ��
���� ����
� T

Nd∑
i=1

δgal(i)biU(ti−tl) =
Nc∑
k=1

( Nd∑
i=1

δgal(i)U(ti − tl)U(ti − tk)

)
ck ��� l = 1, 2, . . . ,Nc OA�=AP

�� �
 
��� > � 	����� ��
� ��� ���	�
�� ��
� Ui k = U(ti − tk)$ �� ∆g � 	����� Nd × Nd

����
�� ����� .�� ∆g i i = δgal(i)$ �� �#���	� A�=A ������� T(
UT ∆g U

)
c = UT∆g s OA�=GP

� ��  ��
� ��� ����

�� ���	��� ��� ck �� bi�
� ���������
 �� �� �#���	� ���	�� ���� ������	�� � ���
� ��  �� �
 ���
�  �������


�� � ��
��� ����
 �����.��� � -���� A�G 	�
��� � ���
� ��  �� � ��
�� �� ����� 	�������
"
 � ����� .������ 
� ��	 �� �� ������ �� �� �� ���
� �����.��� "
 ��
���� .�� � ����
� ��
�� �� ��	��� ��������
$ -���� A�K$ �����
�� ��� �� ������� (����� ���$ ��� �� �
�� �����
�� ���
� �����.�� ��
�  ������ 	��
� 	�.��� �� ������ � � ���� � ��
�� ���� -�����
������$ -���� A�A�

$��� �� <�'��

�� 
�	 �� �� ���<���
�� � �����	�
�� ��� ��� � � ���� ���.��
������ [0 − fc] �
� �.�����
���������	� ������ "
 ���� �
��������� ∆p V Nd/Nc ��		� �� �� ���
� ������ ��������� ���
�.����� ��
� ��-
�� ��� Nc ���<���
�� �� ���������	�
� ��� �  �� >� � ������
 �
��� �

FF
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���� A�G W ������	���	�� �� �	�� �� ���� ��� 	���������	�� �� �	��� �����	����

���.��
�� �� ������� fc �� �� 
�	 �� �� ���<���
�� �������� ���� �� ���������	�
� ���� ��� �

������
� �� ������� �� E#.���� T

fc � 0, 5
fe

∆p
OA�=KP

�U ���
  ��������� ��� 
�����
� �
��������� �
� ?�A�=� �� ����� �� � ����� �� fc$ �� ��
� ��

�	 �� �� ���<���
�� � �����	�
��$ ��� ��-
� �� � �������� ��  �#��� :
 �5��$ � �����
	��	�� Tex �� � 2�
� �� ��

��� � �
�������� �	���� � ����� �� � ���.��
�� �� ������� fc

��$ �
���� �
� ����$ �� ������� �� E#.���� T

fc ≤ 1
2Tex

OA�=CP

����.�� ��  �#�� ���5����� �����
��������	�
� � � 9����$ -���� A�C$ � ������
 �� �"H �
�
�������� ��� �������� ����
�
�$ .�
� ��  �#�� ���5����� �� ��
� �� � 9����$ �
� ������

�� ���� ���� �	����
�� ��� ������ ��� ��

���� (
� �� �� ��  �#��� �
��
�� � � 9����$
�
 ��� 	�
� � ������� ��� 2�
�� �������
�
� *��.��� �
 .��� �� ������� "
  ���� �
� �� ��
�
 ������
� A�=C T

Tex =
1

4fspin
→ fc ≤ 2fspin � 0, 07Hz OA�=DP

��� �
� ���.��
�� �� ������
 �� ������� �� ?? 	/2� � ���.��
�� �����
�����

�� �� ������%
���
�.�� �� ������� ��!������� ��
� �� =G? /2$ �
 ������ �
 ������
� A�=K T

Nd

Nc
∼ 103 OA�=FP

=II
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���� A�K W ����� ������������� �� �����
��� )�@C<4' ������� ��� �����	�	�� ���
� ���	���	�� ���
���	"�� �"�� �� ������� � 	���������	�� �� �	��� �����	���� %�� ���	"�� ��� ��� ���	���� :���� &
��"	��� <'� L#� 7� ��������� ����� ����� �"�� �� ���� 4�4' �� �����"� ��� ��� ������� �� ����
�� � ����� �� �	��� �����	��� ���� �������� ��	�� ��������

���� A�C W -��	�	��� �� ������� ��� ������� �� ���� �����	���� 0� ����� �� "��' ��� ������� ����
������� ��� �� ���� �����	���� !�� ��	��� ����	�� �� ������� � �>����� ���� �� #��� � ��	��	��
�����	���� ���� �� ���' �� ����	�� �� �5� & 	��������� ��� ��� �������� 7� �� �� "��' �� �������
� �>����� ������	�������� �� ���� �����	���� !�� ����	� 	��������� �� ������� � �>����� ����
�� #��� �����	���� %� ����	�� �� �5� & 	��������� ��� ����� ���� �����' �� �� �	�� �� ���� ���
��	�� �	�� ���	����

=I=
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���� A�D W %� ���� ��� �,���	�� �� 2)3� 7��� ������ ��� �>��� ��� �� ������� �� ��	������ ���
�������� ���������� �� ���	��� ��� ������� �� �	��� �����	���� %�� ������� �� ���� ��������
� �,�
� �� ��	������ �����	�� �����	� ��, ������� �����	�� ��� ������ �	����� %�� ������� �� "���
������������� & � �,�
� �� ��	������ �����	�� & �� ������� � 	���������	�� �����	���� % ��	�	���	��
� �� ����� �� *���	�� �����������	��' �� ����' ������� ������ �� ��� �� ��	������ ���	�������

��� ��

��� ��������� ���� ��
�#�� ��������
��
� � �
 �
��	 �� �� K 106 ���
�����
�� �� 
�	 ��
Nc �� ���<���
�� � �����	�
�� ��� ��
� �� K 103�

:����
� �� ��	�� 
�������� ���� �������� �� �#���	� ��
���� A�=A� � ���������
 ����%	�	�
�	���.�� ���
������
 ���
� 	����� Nc×Nc� �� 
�	 �� ���������
� 
��������� ��� ��
� �� �������
�� N 3

c � �� ��	������� �� �#���	� ��� ���� � �
� ��		���
 ��� ��� ��

��� ���� ������� ���
���	�
�� �� � 	����� �� �#���	�� (� ���	�  ���$ ����� ��		���
 �	���.�� N 2

c ×Nd � 1014

�������
� b ��� ��
����
� ��  ��� > �������� ���	����
� �
 ��� �� ������� �� 
�	 ��� :
 �5��$
�
  T

U(ti − tk) = 0 si |ti − tk| >
Nb

fc
OA�BIP

��� Nb �BI� ����� ��������� ��� .�� � 	����� UT ∆g U ���  
�� ����
�� �� ������ ANb�
��.�� ���	�
� � �� � �"H �
������
� ��
� �
 ��� ���� �� ����� �� BNb ������ Uik$ �� ��
�
�� AN 2

b ���	�
�� �� 	������ :
 ��

� ��	��� �� ��� .�� � 	����� ��� �#	����.��$ �� 
�	 ��
���� ���������
� 
��������� ���� ��
������� �� �#���	� ��� ��
� �� 2N 2

b Nd ∼ 1010�
�� ��� .�� � 	����� �� �#���	� ����  
�� ����
�� ���	�� �� ���	�
��� ��� ��

��� �


���
��
� �� ����� ���� �������� !�
��$ � ���� �� �������� �
 �#���	� �� ����� �	����
��$ �
 ����
��
������� ��������� ����%�#���	��$ ���� ������ � ��������� E��� ��
� ������� ����� ����� �����
���� �� ���	���	�
����
 �� �����

���������

��� �������	�  ��� ������� �
� ��
�#�� ��� ��

��� ��!������� RKS� � -���� A�D 	�
���

=IB
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������� �� �����
�� �� ������� 
������ �
���� �� ��� �� �
�� ��� � �
 -�����  ���� ��� �"H�
�����������
 �� � 	������ ���
���������
 �����.��  ���	�� �� ������� ��� �5��� �� -�����
��� �� ������� �� �����
�� 
�������

� 	������ �������� ��� ������� �
� ��� ������
��� R=S �� RBS� ������	���
 ��� �������  ����
���.��
��� �� � 	������ ���
���������
 �����.�� ���	�� �� �������� �
� ���� �� ���� ��
��	��� ��������
� � ���� ��� ���� �������� ���� ����	�� �� ���
� �����.��� :��� ��� �
�����
�����$ � 2�
� �������� ���� ��
�#�� �)' ��
� 	�.���� ��� �"H � ��
��� ��
� �
����� ��������
�� �"H �� ����� T

• �"H ��������� T b′ = b − d

• � ������
 �� � ���� �� ��������
 T m V
[
P T P

]−1
P T b′

• &�������� �� � ���� T b′′ V b % 1 m

• ������� �� b′′�

� ��
��� ����
 �����.�� �
� ��� �"H ���������$ b′′$ ��� ������� �� ���
 �	����
��� �� ��%
 �
� �
���� �� �� -����� �� ��� ��

��� ��� ���� ���
��$ ���� -���� A�D�

� �����
�� �� ������ ����������� �
� m$ � ���� �������� �� ��������
$ 	�
��� .�� ��� ��%
�����  ���� ���.��
��� 
� ��
� ������ �
 ��	��� .�� ��������	�
�� ��� ������ ��
� ���� ����
���
����.�� ��  �#�� ���5����� �
��
������	�
� � ��
 �����.��� :
 �5��$ �
� �� ��$ � ������

�� �"H �
�������� �������
�� �
� ������
 �� ���� ���
�-������ �������� ������� � ������	���
 ��
���
� ��  �� ��� ���� ���� �	����
��� ����� ��	�����
 ��� �
���
��.��	�
� ���� � ������� ���
%
���������
 ������� �
� ��� �������	�� :
 �5��$ �� ��� �� ���
���������
$ ���������	� 
� ���
�
�
 ��	��� .�� ��� ������� *��.��� �
����
 I$= /2� "�$ ��  ���� �� ������ ���� 	�
��� ���� ���
�
 ���.��
��$ *��.��� = /2� (����� ���$ ���������	� -���� ������ ��� ��	���
��� ��� ��

���
� ���� �������� H����	�
�$ �
 ������� 
� ������� .�� ��� ������� �
� ������ �� ���
�� �����
����.��� 
��� ��
� ������� � ���������� ������� 	������� �� �������� ���� ������	
����

"���� ������������ �� �� �����(� '�� '�7��

-������

>
 ��� ���
�� ����
����� ��� 	������� �� � ������
 �� ���� ��� ������������
 ��� ����
%
�
���$ ����� � ���� �� ��� .���
� 	�	� �����
 �� ���� ��� � ������ ��������� ���� � ����� ��
���������
��� ����� �
���	���
 ���� ���� ��������� ���� ����	�� ��� �������  ���� ���.��
���� ��
���
���� �� � 	������ ��� ������ �
� R?S �� R=BS �� ������ ��� �����������
 �� � ���
�� ��
����� ��		� 	����� �� � �����
�� �� �������  ���� ���.��
���� � .�
���� � 	�
�	���� �������
��
� T

M =
∑

����� �

1
σ2

p

1
Np

∑
{ip} ∈ p

(
b′ip − b̄′p

)2
OA�B=P

giph �������
�� ���
��	 �� ��� ���
�����
� ���� ���.���� ��  ���	���� ���
�� �
� �� ����� p$ Np

��� �� 
�	 �� �� 	������ �5������� �
� �� ����� p� σ2
p ��� � ���
�� ��  ���� �
� �� ����� p T

σ2
p =

σ2

Np − 1
OA�BBP

"
  ���� T
b′(t) = b(t) − d(t), OA�B?P

=I?
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d 	������
� ��� �������  ���� ���.��
���� �� ���	� b̄′p �������
�� � 	�#�

�$ 	������ �
� ��
����� p$ �� ���
� ������� ��� ������� T

b̄′p =
1

Np

∑
{ip} ∈ p

b′ip OA�BAP

:
 ������
� �� ���������	�
� �� � ��� �  �� > T

di =
∑

k

ckUi k OA�BGP

�
 ���� ������ T

M =
∑

����� �

wp

∑
{ip} ∈ p


bip − b̄p −

∑
k

ckUip k +
1

Np

∑
{jp} ∈ p

∑
k

ckUjp k


2

OA�BKP

=
∑

����� �

wp

∑
{ip} ∈ p


bip − b̄p −

∑
k

ck


Uip k − 1

Np

∑
{jp} ∈ p

Ujp k




︸ ︷︷ ︸
U ′

ip k




2

OA�BCP

��� w−1
p V Np σ2/(Np − 1)�

:
 	�
�	��
� A�B= �� ������ �� ���<���
�� ck ��������
� �� ���������	�
� �� � ���
�  �� >$ �
 ��
��� �� �#���	� ����
� T

∑
����� �

wp

∑
{ip} ∈ p

(
bip − b̄p

)
U ′

ip l =
∑

k


 ∑

����� �

wp

∑
{ip} ∈ p

U ′
ip l U ′

ip k


 ck OA�BDP

�� �#���	� ���� ����	�
� �������� ���� �
 ��� ����� �� ���� � ���	� T∑
����� �

wp

∑
{ip} ∈ p

(
bip − b̄p

)
Uip l =

∑
k


 ∑

����� �

wp


 ∑

{ip} ∈ p

Uip l Uip k − 1
Np

∑
{ip} ∈ p

Uip l

∑
{ip} ∈ p

Uip k




 ck OA�BFP

$��� �� <�'��

��� ���� ���
�� .�� ��
�����

�
� � �� ����� �� ��� �������	� ��
� ��� ��	�� 
���������
� � � ������
 �� � � ���������
 �� �#���	� ��
���� A�BF� � 	����� �� �#���	� ���  
��
����
�� �� ������ ANb �� �#	����.��� ��� Np ������ �������� �� � ���� �
� �
� ����
�
��
	�#�

� Nw� �� 
�	 �� �����	�
�� ��	������ Nd ������� ���� NpNw� ����
 �� ��� ���	�
��
�
������
� ���� �� ����� �� AN 2

b ���	�
�� �� 	������ � ��
��������
 �� �����%�� ��	
�� ����
2 N 2

b Nd ∼ 1010 �������
��
�� 
�	 �� �� ���<���
�� Nb � �����	�
��$ �� ��
� � ����� �� �#���	�$ ����
� �� � ����

���.��
������ ��������
� ��� �������� ������� �� ������� ��  ���	���� �
��.�� �
 ����� ��
�����
�� �  ��� ���.��
�� ������ �� ������� *��.��� �
����
 = /2� :
 ������
� � ������


=IA
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=�> =�>

=�> =�>

���� A�F W %� ������ ��	�� ���������� �� ������� �� ��	������ �� �����
��� J4JC<� .B+91� +�� ��
���� .�1' �� ������ "���� ���������� �� ������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ���� ∆p ; �<<<� +��
�� ���� .�1' �� ������ ����� ���������� �� ������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ��� ����	���	���
�������	"�� �� � ����	���� :���� & ∆p ; �<<<� +�� �� ���� .�1' �� ������ ���� ���������� ��
������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ��� ����	���	��� �������	"�� �� � ����	���� :���� & ∆p ; J<<�
%� ���� .�1 ������ �� ��������	�	�� ��� �������� �����	�� ��, ���	� ���	���	��� ��� ���	"�� �'�
�� ��

A�=K$ �
 � ���
� �
� ����	���
 �� 
�	 �� �� ���<���
�� 
��������� ���� �������� ��� ��

���
*��.��� /���2 ��� ���������	� A�BF T

∆p =
Nd

Nc
� 0, 5

fe

fc
∼ 102 OA�?IP

� ����� ∆p ��������
� � �� �� � ������ ��� �.����� ��� ���<���
�� ��
� ��-
���

���������

�����������
 ������� �� ���������	� A�BF ��� �
 �� �� ������ Nd/Nc � =III  ����� � �

������� �����
�� :
 �5��$ �
 �����
� � ���	�
�� ��� ������� *��.��� I$= /2� "�$ �
 � ����� ���
� -���� A�F .�� ���������	� 
���� �� ����
� � ����	�� ��������	�
� � �����  ��� ���.��
��
�� ��������

����
�
�$ �����������
 �� ���������	� � �
� ���������
 �� ��$ �� ��
� �
 �� �� ������ ����
����� Nd/Nc � =IIII$ ��

� ��� �������� ���� �������
�� � �����  ��� ���.��
�� ��� �����
���� ��������	�
� ����	��� ��� �������� �
��.��
� .�� ���
 
� ���� �� �����	�
�� ��	���
�	�
�
��� ������� ��� �
� ���� �������� ���� ���
����

1��� ��
����
�� �� ��� ��	�$ 
��� ��
� ����.�� ���������	� ����������	�
� �
 ��	�
�
�
� ���������
$ ����� � ���� �� 
�	 �� �� ���<���
��� ��� -����� A�F �� A�=I 	�
���
� ��� ��������

=IG



����	��� 4� �����	��

=�> =�>

=�> =�>

���� A�=I W %� ������ ��	�� ���������� �� ������� �� ��	������ �� �����
��� )�@C<9 .B+91� +��
�� ���� .�1' �� ������ "���� ���������� �� ������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ���� ∆p ; �<<<�
+�� �� ���� .�1' �� ������ ����� ���������� �� ������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ��� ����	���	���
�������	"�� �� � ����	���� :���� & ∆p ; �<<<� +�� �� ���� .�1' �� ������ ���� ���������� ��
������� �� �� �	�� �� ���� ���	��� ��� ����	���	��� �������	"�� �� � ����	���� :���� & ∆p ; J<<�
%� ���� .�1 ������ �� ��������	�	�� ��� �������� �����	�� ��, ���	� ���	���	��� ��� ���	"�� �'�
�� ��

� ��
�� �
 ����.�
� ���������	� � ���� ����� ��!�������� "
 ���� ��
����� .�� � ���� ��
��
����� ��� ���� ������ �� ��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
 �� �������� �
� �� �������
��� ������� ����	��� �� ���������	�� H� #  ��
� �
� ��� ��

��� �
� ����� ��	���
�� ��  ����
�� ��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
�

��� ����� ��������

��� � ��
��� ���� ��������
� �� ���������	� ��
� 	�
����� -����
A�==� "
 � ����� .�� ����������
 ���������� �� ���������	� �� �������� ���	�� �� ������� ��

���� �� ������� ����
�
�$ � ������ �� ���������	� ��	 �� ��	����$ �� �� ����� �
���� ���
������ ������������ "
 ��
���� .�� ����������
 ���
 -���� �
� �� ��	�
� �� ������� � � 	�	�
 
�� �� ���.��
�� ������	� ��� ������� ��� 	�
��� .�� ��� ������� 
� ��
� �� ��<�		�
�
 ��
 ����	����

��� �������
 ��� ����� A�== ��	 �� �
��.��� .�� ���
 
� �����
� ���� � ����	�� � ���
� ��
 �� ����.�� �� ������ Nd/Nc �����
� �
������� � =III� "
 ����-� �� ���� .�� ��� �������� 
�
����
��
� �� �� � ����� �� �����������
� � ����� Nd/NcV=III ��������
� � �
� ���.��
�� ��
������� �� I$= /2� "
 ���� ��	���
��� �
 ��� .��������	�
� � ����
 �� ����� ��	�����
� :

�5��$ ���������	� ��
����

� �
 	�
�	��
� � ���
�� �� ������ � ����� ���
 ����� ��� ����
�
	���� �����	�
�� .�� � ����
�
�� ��� �	����
��� � ���� B�G 	�
��� .�� � ����
�
�� ���
���� �
��	���
�� "
 ���� 
����	�
� .�� ��� ����
�
��� 
� ��
� �	����
��� .�� ��� ���� 2�
��
�� � ����� ��� ���
�-� .���� #  ����  �

�� ����	���
� �� ���
� �� ����� "
 �����
� ��
�

=IK



4�)� �����	��

���� A�== W %�� ������ �� ����� ������������� �� �����
��� )�@C<4� ����� ��� ��� �������� ���
�����	�	�� ���
� ���������	�� �� �� �	�� �� ����� -��� �� ����	
�� �����' �� �	�� �� ���� � ���
���	��� �	��������� ��� � ����	���� �� �����	�� �� ������� ∆p ; �<<<� % ����	���	�� �	�����
�� � ����	���� �� �	�	�	���	�� �� "��	���� ��� �	,�� �� ������ ��� � ���	��� ������������ ���
���	"�� ������ ����������� %� ����� �����	�	����� �������������� ��� ���� ���	��� %�� ���, ������
��	"����� ��� ��� �������� �� ��������� ��� ������ �������	"��� -��� �� ���,	
�� �����' �� �	��
�� ���� � ��� ���	��� �������	"����� �"�� ∆p "����� �<<<<' )<<< �� �<<<� -��� �� ����	
�� �����'
� ����	���� �� �����	�� � ��� ����	��� ��� �����	
�� ��	� �"�� ∆p ; J<<� %�� ������ �� ���	��'
�����	"�� �� �����
��� J4JC<�' ��� ��� �������� �� �� �H�� ������

� �� ���
 ������ ����	�� ��� �� ������� ��� ������� *��.��� �
� ���.��
�� �� ������� �� 2fspin�

� 	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ����� ��� �
 ������� ���� ���� ����	�� ��� ������� �
��
�� �������� ����
�
�$ �� 
� ���	�� ��$ ���� !�������$ �� �������� ��� ����� ����������
����� ��	�����
 ��� �
��	�	�
� ���� � � �������� ��� �������
 ��!�������$ �� �� � �� �� ����
%
�
�� .������ �	���.��� E��� ��
� ��
� ������� ������� ����
�.��� �� ��������$ ���� ������
���� ������ ��� ������� � ���� ������ ������� 
�������

=IC



����	��� 4� �����	��

"���� ������������ �� �� �����(� '��'����(!����� / �� ����(���� �� ����-���

-������

��� �������� ��	���� �� ��������  �� ��� � 	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ����� 
��� �
�
	�
� � ��
��� �� ��������� !����$ � ���� ������	�� �� ����� �� ������ � ����� ���
� ����$ 
���
��
� ������� � �������� �������	�
� ��� ��

��� ��	���������

���������	� .�� 
��� ��
� ��������� ������ ��� �� ���
���� ����
��� T ��� ������$ �
������ ��
��� �������$ ����
� �
 ���� �����
� �� ���
� �
� � ��������
 �����
�������� �  �#��� !����$
���� .�
��-�� �� 
���� �� ������$ �
 ���� �������� � ���
�� ��� 	������ �����
�������� �
 �#��� :
 ���$ ���� ��
�� ��	��� �� � ��� ����� 
������� �� ���
� �� ����$ 
��� �������
�
� ���������
 ��� ��

��� �
� � ��������
 �����
�������� �  �#�� � � ���������
 �
� �
��������
 �������� "
 ��� ��
� 	�
� � ����� ��		� 	����� �� 
���� �� ������ T

M =
∑
{i}

σi
2
⊥

σi
2
‖

=
∑
{i}

1
N⊥

∑
j ∈⊥

(
bj − b̄i ⊥

)2

1
N‖

∑
j ∈ ‖

(
bj − b̄i ‖

)2
OA�?=P

��� �#	 ���� ‖ �� ⊥ ��
� ������
��� ����������	�
� � � ��������
 ��  �#�� �� � � ��������

�����
��������� !�
��$ σi

2
⊥ ��������
� � � ���
�� �� ��
� �� � ��������
 �����
�������� � �

��������
 ��  �#�� � ���
� �� σi
2
‖ ��������
� � � ���
�� �� ��
� �� � ��������
 ��  �#���

�� ���	� b̄i ‖ �����
� � 	�#�

�$ ����� �� �����
�����
 i$ ����� �� ��
� ��  �#��� �� ���	� b̄i ⊥
��������
� � � 	�#�

� ����� �����
��������	�
� � � ��������
 ��  �#��� � ��		�

∑
j ∈ ‖

�����$ �� ���	���$ ��� N‖ 	������ �5������� ���� ���
��
� *$ �
��� .�� � ��		�
∑

j ∈ ⊥ �����
��� N⊥ �����
� ����
� �
� ��������
 �����
�������� �  �#���
�� ����� ���
 ����	���� �� ������� ��� .�� A�?= ���  �� ��� ���#������� ����������� �� ���
�� ��
������ σ2

⊥/σ2
‖ .�
��-� ��
��������� ������� �� ��������
� ��
������ �� ������� �  �#���

�� � ��-
����
 �� � ��������
 ��  �#�� 
� ���� �� �� ��� ��	�$ � ��-
����
 �� �
��������
 �����
�������� �  �#�� ��� 	��
� �����
��� E��� ��
� ������ �� ��-
�� � ��������

�����
�������� �  �#�� � ���
��
� � �� ���
��	 �� ��� E ���
�� �� 	����� ��������
�
�
�� �
��
�� g����%�O�P%�O�%�O�PP$ �%�O�P$ �$ �d�O�P$ �d�O�Pd�O�d�O�PP���h$ �� ���	� �O�P �����

�
� ������� �� ������
 ����
�� � ���
��
� �� ����� ���
���� ��� �����	�
�� �� �� ��	�� �� ������
�� � 	�	� ������ �
� �  ������ �� ��
���� ��������� � -���� A�=B 	�
��� � ����������
 ���
��������
� ������� �� �����
�������� �  �#���

��� ������� � ��
� ����	��� �
 	�
�	��
� M �� ������ �� ���<���
�� ck �� ��
 �������%
��	�
� ��� �  �� �� ��
����
� �������� > T

M =
∑
{i}

1
N⊥

∑
j ∈ ⊥

(
b′j − b̄′i ⊥

)2

1
N‖

∑
j ∈ ‖

(
b′j − b̄′i ‖

)2
OA�?BP

�U �� ���	� b′ ��� ��-
� �� A�B?� ��� ���<���
�� ck �������
� � 
�	������ �� � ��
�	�	%
���� �� �����������
 A�?B� � 	�
�	�����
 �� A�?B 
� ��
���� ��
� �� � �
 �#���	� ��
����� "


��� ����
�
� .�� �� � 2�
� �
� �.����� ��� ���
��� ��
� ������� ��� ��<�		�
� �������
��$
��� ������� �
������

�
� ��� ��� �� ���	� � ��
�	�
�����

��D� ����� � ��������� E���=
���F�&��� 8����� ��� �
�� � ��##��� ��� 	�
��� ����� &
�����

=ID



4�)� �����	��

Direction de
balayage

Direction
perpendiculaire 

successifs
Balayages

���� A�=B W �	����	�	�� ��� �	����	��� ������
�� �� �������	����	�� �� ��������

�� ������� ��� ������� ��
� ��	��� � = /2$ �
 � ����	�� �
� ���
� ��  �� .�� 
� �������
�� �� ����� ���.��
���� "
 -�� �� 
�	 �� �� ���
�� N‖ ���� �
� � ��������
 �������� ������
��� ���.��
��� ����������� � fm � fe/(2N‖) �
� ���� �
� �
4��
�� ��� �
� ������
 �� ��

���
���	�� �� N‖ ���
�����
�� :
 ��������
� �� ���	��� ?I ���
�����
� �
� � ��������
 �������
�  �#��$ �
 � ���
� fm � B$G /2� � ���
� ��  �� � ����	�� dt 
�#
� �� �� ��	���
���
��������� �%���� �� /���2$ ����� ���
���� 
� 	���-� ��
� �� � ����� �� � ���
�� �������
σ2
‖ � "
 ���� ���� ������ T

∑
j ∈ ‖

(
b′j − b̄′i ‖

)2
=

∑
j ∈ ‖

(
bj − b̄i ‖

)2 = N‖ σ2
i ‖ OA�??P

����� ��	���-����
  ��� ������ 
�	���.��	�
�� �� ���	� � 	�
�	���� �����
� ���� T

M =
∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
N‖

∑
j ∈ ⊥

(
b′j − b̄′i ⊥

)2
OA�?AP

:
 ������
� �� ���������	�
� �� ������	���
 ��� ������� � ��� �  �� �� ��
����
 > T

di =
∑

k

ckUi k, OA�?GP

�
 ���� ������ A�?A ���� � ���	� T

M =
∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥

∑
j ∈ ⊥

(
bj − b̄′i ⊥ −

∑
k

ckUj k

)2

OA�?KP

=
∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥

∑
j ∈ ⊥


bj − b̄i ⊥ −

∑
k

ck


Uj k − 1

N⊥

∑
j′ ∈⊥

Uj′ k




︸ ︷︷ ︸
U ′

j k




2

OA�?CP

=IF
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�U N⊥ ��� �� 
�	 �� �� ���
�� �������� ���� ������� � ���
�� ��
������ � ���
� ��

� 	�
�	�����
 �� A�?C ��
���� -
��	�
� � �#���	� ��
���� ����
� T

∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥

∑
j ∈ ⊥

(
bj − b̄i ⊥

)
U ′

j l =
∑

k


∑

{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥

∑
j ∈⊥

U ′
j lU

′
j k


 ck OA�?DP

"
 
��� .�� � ��������� �� �� �#���	� ��� ��	����� � ����� �� �#���	� A�BD� �� �#���	� ����
����	�
� �� �������� ���� � ���	� ����
�� T

∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥

∑
j ∈⊥

(
bj − b̄i ⊥

)
Uj l =

∑
k


∑

{i}

1
σ2

i ‖

1
N⊥


 ∑

j ∈ ⊥
Uj lUj k − 1

N⊥

∑
j ∈ ⊥

Uj l

∑
j ∈ ⊥

Uj k




 ck OA�?FP

$��� �� <�'��

"
 ����$ �
� �
 ���	��� ��	��$ ������� N⊥ �� N‖ �� ����� .�� ��� ���
��� ��
������ ��
������� ��
� � 	�	� ����� ����.���� 
�#  �� �� �������� 1��� ���$ ������
���
 �� � 2�
� ����
���� ���
��.�� �
� ��� ��������
� ������� �� ��
������� !�
��$ �
� ���� -�� �� 
�	 �� �� ���
��
��-
���
� � ��������
 �������$ �� 
�	 �� �� ���
�� �������� �
� � ��������
 �����
��������
N⊥ ��� ���� ������ �� ���
 � �� .�� ������
���
 
������ ���� ���
��.�� �
� ��� ���� ��������
��

:
 ��
�����
� .�� � ���
� �� ����� ������� �
 
��� �� 360◦×��
OGIP �� ����$ N‖ ���
%
�����
� ���	�
� �
� ����
���
 L‖ ����� .��

L‖ = 9, 2N‖/fe �
 ������ OA�AIP

"
 ���� � ����� 
������ L⊥ ���	�� �� ��� N⊥ ���
�� ���	
� � ��������
 ��
������ ����
���� � L‖� :
 ���� �
� �� ������	�
� ���  �#��� �
�.��	�
� � � ������
 �� � �����$ ��
������ �
��� ����  �#��� ��� �� ������� �� C$G�� "
  ��
� T

L⊥ = 0, 125N⊥ �
 ������ OA�A=P

1��� ���� L⊥ V L‖$ �
 ���� ��
� ����-�� � ������
 T

N⊥ � 74N‖/fe OA�ABP

:
 ������
� �� ��� .�� � ���.��
�� �����
�����

�� fe ��� �� ������� �� =GI /2$ �
 � ���
�
N⊥ V N‖LB� !�
� ������.��� ���������	�$ �
 �5����� �
 ����%���
�����

�� ��� ��

��� �

	�#�


� �
 ���
� ��� ����� ����� �������
 �����
�� ���� �
����� (��
� ��� �� ����	�
�� ��

��� ��� ������ �� ����� (����� ���$ ��� �� *�� �� ��

��� ������$ �
  N⊥ V N‖� ��
����� ��� ���
��� ���5����� ���� ��� �� 	�	� 
�	 �� �� ���
�� �
� ��� ��������
� �������
�� ��
������� "
 �5����� ���� ��� ��
���� �� ���� ���	����.��	�
� �.�����
���

H� ����� � -��� �� 
�	 �� N⊥VN‖ �� ���
�� ����	��
� ������
���
 ��� 2�
�� �� ���� ��
���������
������%�� �����
� ���� ��<�		�
� ���
���� ���� ���� ��
�� ��� ��  ���� ���.��
���� :����
�����
� ����	�
� ���� ���2 ������ ���� .�� ���#������� ����������� ����
� ����-��� :
 ����.��$
�
 ��
���� .�� ���
��� =G ���
�����
� �
� � ��������
 ������� �  �#�� ���	�� �� ��������

==I
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���� A�=? W %� ���� �� ���	�� ������ ��� ����	� .����$����	�� �� ��	��� 9<,9<1 �� �� ����	��
�� ����
�� 4�9A� ����� ����	�� ��� & ���	����� �	������� %� ���� �� ���	�� ������ � �>�� ��
����$������	������� ��� ������� ��� �� ������	���	�� �� ����� ����	��� %� �	>������ ����� ���
���, ����	���' & �� ������� �� ������	���	�� ��
�' ��� �� � ����� �� �T ���� ��� �������� �������
�� �� �	������� 7� ����	���' �� ����$������	������� � ���
�� ��� �� ������	���	�� ��� ���	"���

� ��� ���� ��
�����
�� "
 ���	� ���� �
� 2�
� ������
���
 ���
����
 B$5◦×B$5◦ ��� �� ����$
���
�����

�� �� =G×=G ���
���

� ���
 ��
� �� ����� �� � ���
�� ������� ��� �5����� ��� ��.�� ������
 �� ���� 
� ��
�
���� ��� ��������� �� ���
� ��� ������� �
� � ������
 ����
���

:����
� �� 
�	 �� ���������
� �������� � ��	������� �� �#���	� A�?F� "
 
��� .�� �
	����� �� �#���	� ��� �#	����.�� ��  
�� ����
��� 1��� ��.�� ���	�
� �� �"H$ �
 ����
��
������� ��� N⊥ ���	�
�� ���	
� � ���
� ��
������� ��� ���	�
�� ��
� �	���.��� �
� �� �����
�� AN 2

b ���	�
�� �� 	������ :
 ��

� ��	��� �� � �#	�����$ �� 
�	 �� ���������
� 
���������
���� �� ����� �� � 	����� �� �#���	� ��� ��
� �� ������� �� BN 2

b N⊥Nd�
�� ��� ������ � ������� � ���
�� ��
������ ��	�
�� �� 
�	 �� ���������
� ���
 ������

N⊥ �� ������ �� �������	�� �������
��� ���������$ �� ��� ���� .�� ��� ���
��� �������� ��
���
�� � �� �d= ��
� ���� ��	������$ ��	��� ��
� �� ��� .�� ��� ������� ������
� ��
��	�
�� !����$
��� �������� 
� ��
� �� 	���-�� �� � ��		���
 �
�����

� �
� �� ����� ��� ���	�
�� �� �
	����� �� �#���	� 
���� �� �5������ ��� ���� ��� ���
�� �� � �"H$ 	�� �����	�
� ��� �
 ���
�
���� N⊥ ���
�����
�� ����� �������
 �����
� �� 
����� � ����%���
�����

�� ��� ��

���� �
-���� A�=? 	�
��� ���5�� �
���� �� �� ����%���
�����

�� ��� � 	����� �� �#���	�� "
 � �����
.�� ����� ���
���� ��� ���� ��� ������ �� �� ��������

���������

�����������
 ������� �� ���������	� A�?F ��� �
 
�	 �� ����� �� ���<���
�� 
� ���	��
��$ ��		� ���� ���������	� �� 	�
�	�����
 �� ���
�� �� �����$ ������	�� ��������	�
� ���
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����� � B=C 9/2 ����� � GAG 9/2

���� A�=A W %�� ������ �� ����� ������������� �� �����
��� )�@C<4� 7���� ��� ��� �������� ���
�����	�	�� ���
� ���������	�� �� �� �	�� �� ����� %� �	�� �� ���� � ��� ���	��� ��� ����	
��
��	� �� ��	�	���� � ����	���� �� �	�	�	���	�� �� "��	���� ��� �	,��� -�	�' ���� �"��� ����	���
� ����	���� �� �	�	�	���	�� �� "��	���� �����"���� �"�� ∆p "����� 4<<<' �<<<' J<< �� 9<<� %��
������ ������������� & ��� ���	� ����	
��� "������� %�� ������ �� ���	��� ���� �����	"�� �� �����
���
J4JC<� �� ��� ��� �������� �� �� �H�� ������

�������� ���������	� ���� ���� ����.�� ����������	�
� ��� �
� ���������
 �� ���� �
 ���� -
��
����
�
�$ ���������	�  ��� ��������� ���� ������ ��� ������� ��� �� ������� �������� 
��%

������ H� ��� �� �� ���
� �� ��� 	��
�  ��
 ���� .�� ���������	�  �� ��� � 	�
�	�����
 ��
� ���
�� �� ����� ���� �����	�
�� ��� ������� � ���� ��
�� �������� ����� ����.��� ��� �"H
�
� ��� � ���� �� ��������� �
 	�
�	��
� � ���
�� �� ������ 1���$ 
��� ��
� ����.��
���������	� �� 	�
�	�����
 �� ���
�� ��
������ ��� ∆p ��
� AIII$ =III$ GII �� ?II�

� ���
 ��
� �
 �5����� �� ����� �� � ���
�� ������� *��� �
 �X�� �	����
� ��� ��
��
����

�	�
� �� ���������	�� "
 ������� ���
� �������
 ���� ��.�� ���
� ���	
� � ���
�
��
������� "�$ �� 
�#  �� �� ����
 ����������� ���� �
 ����������� �
�� ����� ����.���$ �

������� ��		� ����	���� �� � ���
�� ������� � ����� 	�#�

� �� ����� ���
���� ��� ��.��
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���� A�=G W ��� ����� �������� �� �	���	���	�� ��� "������ �� �� "��	���� �����"���� σ2
⊥ �� ����$

�	�� �� �� "��	���� ������
�� σ2
‖� %�� "��	����� ���� �� µ=2� %�� �������� "���	����� �� ���	#�������

���� �	>������� ��� �� ���� .�1 �� 	����	���� ��� ��� ������� %� ���� .�1 ������ �� �	���	���	��
��� "��	����� ��� ������� �"��� �����	��� %� �������� �� ���	"�� �� �����	� ��� ��� "����� ��
�
���"�� �� σ2

⊥� %� ���� .�1 ������ ����� �H�� �	���	���	�� �� ����	������ ��� ������� �	������
.���,	� U ���	� �����1 ���� ���	"��� %�� ����� .�1 �� .�1 �������� �� �	���	���	�� ��� "��	�����
��� ������� ���
� �����	��� %� ���� .�1 ���������� �� �����
��� & J4J NL# �� �� ���� .�1
& �� �����
��� & )@� NL# .)�@C<91� 0��
� ����	���	�� �� � ����	���� �� �����	��' �� "��	����
�����"���� ��� ������� & �� �	"��� ���������� & ����	 �� �� "��	���� ������
��� �������	�' �� �	$
"��� �� "��	���� �����"���� ���� ��� ������� & J4J NL# ��� ���� 	�������� ���� ��� ������� &
)�@ NL#� �� �	"��� �� "��	���� �����"���� ���� ���"� ��� �	� & �� �������� �� ���	�� ���	�������
����� � 	��	��� �� ���� 4��4�
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���� A�=K W %� ���� ������ �� ������� �� ��	����� �	��� ��� �5� �	������ ������������� & ��
"�	� & J4J NL#�

������
 �� ���� ��
�������� (� ����� ���
$ �
 ��	�
�� � ��������
 �������.�� �� ������	����
���
 ������

√
N‖� � ������ ����
 ��� ������ �� ���
��� �
� �� ���� �������� ��� ��

��

-���� A�=G� (� ��� �� � �����
�� ��� ������� �  ��� ���.��
��$ � ���
�� ��
������ ���
 ������ ���� �	����
�� .�� � ���
�� �������� "
 ��
���� .�� ���������	� �� ��������
�����
� � ������� � ���
�� ��
������ � 	�	� 
���� .�� � ���
�� �������� "
 � ���
�
�� 	�	� �#�� �� ������ ����
 ����.�� ���
 �����	�
� ��� ���
��� ��� ��� ��

��� ��	����� �
�
�������  ���� ���.��
���� E���
� .�� � ���	� �� � ������ ����
 	�
��� .�� ��� ������ �� σ⊥
�� σ‖ ��
�  ��
 ���������� ����� ���������
 ��� ���� � ����������� �� ���
� ��� ��� ������
� �� ����
��
���������

� -���� A�=A 	�
��� ��� ����� ��������� ��� ��� �"H ��������� ��� � 	�
�	�����
 �� �
���
�� ��
������� "
 � ����� .�� ��� ������ ���������
� �����������	�
� ��� ������ ����
%
�
�$ ��� �
��	���
����� �� �����
� � ��
��� �������� 
�������� ������%�� ��
� ���� 	�.����
��� � ���� ������� �  ���	���� � GAG 9/2� ����� �
 �5�� ��  ���	���� ���� ��.��� ��� �������
��
� ��� ���� �	����
���� (����� ���$ ����� ����	�
� ��  ���	���� �� ���� ��
�� �� � ���
�
�� ���	�������� � �����
�� �� 
���� ���2�
� �
���� �
 ���
� ������ .���%�#
����
� ���
� ������
� (� ����$ �
 ��� 	���� ��  �
��	�
� �� � 
����� ��������
� � � ���.��
�� ��
������
� �� 	��� �� ��
������
 �
���� ����	�
� �
 ���
� �#
����
� ��� � ������
� �����%
����	� �� �������� �� 	�
�	�����
 �� � ���
�� ��
������ ������� ��� ������� �
 � ����
�
����������
 ��� ��

��� ��	�������� ���� ���� ����� � 	������ ��� ��
� �� ����
�� ��� �<���
���� ���
��� �
 ��	��� ��� ���
�� ������� �#
����
�� ��� � ������
�

"���" .�������� '�!� 6�(���'�

E��� ��
� ��������� ���� �������	�� �� �������� ��	���	�
����� �� ������� .��������%
	�
� �� ����� ����������� E��� ��
� �
 ���������� �� ��		�
� �
��+
�� ��� �������	�� ����
�5������ �� ��������� E��� ���
� 	�
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6��� E���� ��  ����  �
� σ ���.��
�� `��
��a fk H
���� ������� γ

B=C 9/2 B 10−2 µV.Hz−1 I$B /2 =$?
GAG 9/2 B 10−2 µV.Hz−1 I$A /2 =$?

���� A�= W ��������	��	���� ��� �������� ��	�	��� ���� �����	�� ��� ������� �	�������

"������ ��������

E��� ��
� ��	��� ���� *��� �� ��

���$ ��������
�
� �� ����� � B=C 9/2 �� GAG 9/2�
��� ��

��� �
� ��� ��������� � ����� �� ����� ��( R=?SRGS� ��.�� ���� ��� ��� �
 ������
� ��
���
��� ��!������� ���� �������� ��� �"H� (�  ���� �� �#�� =L� ��� �
����� *���� � ���
�
��	����� � ��
� T

dsim = Pmgal + n OA�A?P

�U mgal ��� �
� ���� ��($ P � 	����� �� ���
��� �� 
 ��  ���� �
 =L�� ��  ���� 
 ��
���
��� ������
 �� ��� ��������� �� �� ������� A�=� ��� ������ ��� ��	����� �
� ��� ������ ����
��������
��� �� ����������.��� ��!�������� :���� ��
� �
��.���� �
� � � �� A�=�

� -���� A�=K 	�
��� �� ������� �� �����
�� ��� ��

��� ��	����� ��������
�
� � � ���� �
GAG 9/2� (��
 ���
� �� ��� ����.��$ ��� ��

��� ��	����� ��
� ���	����� �������� ���<�����
��� �������	�� �
� ���� ����	��� � ���� GAG 9/2 ��������
� � �� �U ��� ������� ��
�
�	����
���$ �� ����� � B=C 9/2 � �� �U ��� ������� ��
� ���� �� ����

*?������ �� ���������

E��� ��
� ����.�� ���������	� �� �������� �� 	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ����� ��� �
��	�����
 � GAG 9/2� ���������	�  ��� ������� ����������	�
� �
 ��	�
�
� �����������	�
�
�� 
�	 �� �� ���<���
�� ��������
� ��� �������� �� 
�	 �� �� ���<���
�� �������� ��� �����-�
�� �� ��	���� ∆p� �� ���
��� ��������
� � ������ �
��� �� 
�	 �� �����
�����
� �� ��

���
��
�������� �� �� 
�	 �� �� ���<���
��$ ����� � ���� � �� �� � ������ ��� �.����� ��� ���<���
�� �

=�> =�>

���
�����

���� A�=C W 5� ������� �� ������� ��� ���	"�� ���	���� ��� �	�	�	���	�� �� �� "��	���� ��� �	,��
.�� ����1 �"�� ����	 ��� ���	"�� ��	�	���� ���� �>������ �� �	�����	�� .�� ��	�1� %�� �������� ����
�	�	��	��� ������� �� ���� ��������	���� �� �����	�� ��� 	����	���� & ) fspin' ���� .�1� ���������
�	 �� ���� ������ ��� ���������� �����	����� & ) fspin' ���� .�1' ��� �	�	� ������	������
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�����	�
�� ��
� ��-
��� :
 ��	�
�
� �� 
�	 �� �� ���<���
��$ �
 ������ � ���� ���.��
������
[0 − fc] � �.����� ���������	� �����$ fc �� 1/∆p ��
� ���������

����

� -���� A�=C 	�
��� �� ������� �� ������	���
 ��� �������� "
 � ����� .�� ����.�� fc ������
���� ���� � ���.��
�� �� ������
 fspin$ �
 ��� ���+� � B fspin �
� �� �������� ��  ��� ��� �c
� 	
.�� �� ����
�
���$ ������ � � �������� ��  �#�� ��!�������� �� ������� �
��.�� .��
���������	� 
� ���� �� ���� ������� ��� �
� ���.��
�� �� ������� fc ���������� � Bfspin� �����
�����������
 ��� ��� �� ��� �
�������	�
� �
� � ������
 A�B�B� �� ��������$ ���� ��� ���.��
���
���� ��
��� .�� Bfspin$ ���5����� ��
� ��� ���������	� �� 	�
�	�����
 �� ���
�� ��
�������

1��� .�
��-�� � .����� �� ��������$ �
 ��	��� ��� ��

��� ��������� ��� ��� ��

���
��	����� �
�  ���� =L�� ��� �������� �� �����
�� ��������
�
�� ��
� ��

�� -���� A�=D� ���
�������� 	�
���
� .�� ��� �������	�� �����

�
� � ������� �� 
���� ��� �������  ���� ���%
.��
���� �������� ��������
�
�� ��� ��	��� �� ��� �� 
���� ��  ����  �
�$ ������� ���� ���
��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
� :
 �5��$ ��		� 
��� ����
� ��*� 
���$ ���������	� ��
	�
�	�����
 �� � ���
�� ��
������ ��� ��� �<��� ���� ������ ��
��� ���  ����� �#
����
��
��� � ������
 �� ��� .�� ����%�� 
� ������ �
� �� � ���
�� ��
�������

� -���� A�=F 	�
��� ��� ����� � ��
��� �
 ��������


� ��� �"H ���� ��������� "
 � %
����� .�� ��� ������ �
� .���	�
� ������� "
 
��� .�� � ���� ��������$ � ��
�� �
 �5����
�
� ��5���
�� �
��� � ���� �������

�� �� � ���� ��($ ��� �
����	� ���� ��� ���� ��	�����
��
��� 	�
��� .�� ��� ���������� �����.��� 
� ��
� �� ������� �� �� ���������

���<����� �� �������� ������ ��� �� ��� .�� �� ���
� ���� �������� ���%�%��� ��� ��������
�
��  �#��� ����� �#������� 
���� �
 ��� �� ����-�� �� ���� ���  �#���� (
� ��� 2�
��
������� �  ��� �� ��
 �����.��$ �� ������ �
 �����
� �� ���
� �����.��� �� ���
� 
���� ��
�
�����	�
� �� �������� �
� ��� 2�
��� "
 ���� �����
���� ���� �� �� -���� T

• � ��������
 ��  �#�� ��� �����
�������� � ��
 �����.��� ����� � ��
-������
 ��
 �#�� �� �� �� �� ���� 1��� ��� ���
�� ������ �
  ������ �����.��$ �� �����
� �� ���
�
��� ���
� ��� � ��������
 ��  �#��� � ���
�� ������� ��� ��
� ���� �	����
�� .��
� ���
�� ��
������� �� ������ σ⊥/σ‖ ��� �� ��� ��� ���
�� �
� ���� ��� �� ����� �
�
� 	����� �� �#���	�$ �� 
� ��
� ��
� �� ��� ��	��.����

• � ��������
 ��  �#�� ��� ������� � ��
 �����.��� �� �#�� ��  �#��  ���� �
 -
 ��
���$ ��		� �
��.�� ��� � -���� A�C� ����� ����%��$ �� �����
� �� ���
� ��� �����
��������
��� � ��������
 ��  �#��� � ���
�� ������� ��� ��
� ���� �� �� .�� � ���
��
��
������� ���������	� �� 	�
�	�����
 � *����� � ���
� ��  �� ���� �������� �� �����
�
�� ��
� �
�������� �
  ����

1��� 	����� �
 �����
�� � �����
�� ��  ��� ���
�����$ 
��� ��
� ����.�� �� �������� ��
	�
�	�����
 �� ���
�� ��
������ ��� ��� �"H ��	����� dsim �
� �������  ���� ���.��
��� T

dsim = ���
� �����.�� +  ����  �
� OA�AAP

"
 ��	��� ���� � ���
� ��  �� ����	�� ��� �� 
���� ��  ����� ��� �������� ��
� ���������
-���� A�BI� "
 � ����� .�� ���  ��� �������
� �� T

• � ���.��
�� �� �������� fc ��� ������� ��� ���
�� ��������.��� ��
� ������ ��� �
� ������

�� ������ ���2 �������� ����.�� ��� ������� ��
� ����	��� ��� ��� �� ���<���
��$ � ��
���%
 ����
 �� ��� ���
�� ��� 	���
��� :��� 
� ����� ���� ����.�� � ���.��
�� fc �����
� ����
��
�� .�� fspin�

• ���
��
���� �� ���
� �����.�� ��� �	����
��� ��$ �
� �� ��
 �����.��$ �� ������ ���
�
���  ���� ��� �� ��$ �� �����
� �c � ���
� �����.�� �
���� �
  ��� ����
� ���� �� ���
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���� A�=D W /�������� ������� �� ����	����� �������	"����� ��� ����	����� �� �	�	�	���	�� �� ��
"��	���� ��� �	,�� ��	� �� �	�	�	���	�� �� �� "��	���� �����"���� ��� ��� �	�����	���� %�� �����
�	����� & ����� ������������� & �� "�	� & J4J NL#' �� ������ �� ���	�� & �� "�	� & )�@ NL#� %��
����� �� �� ����	
�� �	�� �������� �� ������� ��� ������� �	������ .�� ��	�1 �� �� ������� ���
���	"�� ���	���� .�� ����1� +�� �� ���,	
�� �	��' �� �����"� �� ������� ��� �5� �����	��� .��
����1 �� �� ������� �� ������� �	������ ������������� & ����� �� �	��� �� �	�� �� � �� ���	�
������ +�� �� ����	
�� �	��' �� �����"� 9 ��������� %�� ������� �� ��	� �� �� ���� �������������
�������	"����� �� ������� �� ���	� .��� U ���	� �����1 �� �� �	��� �� �	��� %� ������ �� ����
���������� �� ������� �� �� �	>������ ����� �� �	�� �� ���� ���	��� �� �� ���	� ��	�	�� ���� ��
�	�����	���
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GAG 9/2

B=C 9/2

���� A�=F W ������ �������� ��� �����	�	�� ���
� ����	���	��� �������	"�� ��� ����	����� ��
�����	�� ��� ��� ������� �	������� %�� ������ & ���	�� ������������� ��, ������ �� ���	�' � ��� &
�	�� & �� �	>������ ����� �� ����� �����	�� �� �� ����� ��	�	��� ���� �����	�� ��� ������� �	�������

!�
��$ ����.�� ���������	� �� �������� ��� ������� ��� �
 
�	 �� �� ���<���
�� ��<�		�
�
�� ��$ �� ����� .�� ∆p ^ BII$ � ���
� ��  �� ��� ����	�� �
�  ���� (��  ��� �������
�
����
�
� �� �� �� �� � ������ �����
� ���� ����� .�� BII� ���������	� �� �������� ��	 �� ��
�

� �� ������� ���� ������� � ���.��
��� ��������
�
� � ∆p ] BII�
���������$ �
� ����� ���	�� ������.��� ���������	� �
� �
����� ��  ���� 1��� ���$ �� ��<� ��
������� ��� ��

��� �
� ����	���
 �� ���
� �����.��� ������	���
 �� ���
� ���� ���� �5������
��� ��� ��

��� ���������$ ��� ∆p^BII� "
 ������� ���� �� � ���
 ����
�� T

• � ������
 �� � ���� ��������

�� ��� ��� �"H� ��� ��������� �����	�
���� ���	����
�
�� �������� ��� ����� �� ��������
�

• >��������
 ���
 	�.�� ���� ��������

�� ��� 2�
�� �U ���	�����
 �����.�� ��� �	����
���

• &�������� �� � ���� ��� 	�.��� ��� �"H ��������
�
��� ��
� ����
����� �� ��

���
�
�������

"
 ����.�� ���� �� �������� ��� ��� �"H �U ������
���� �� ���
� �����.��  ��� ���� ���
�����
�� �� ���
� .�� �
�����
� ���  ��� ��
� �����	�
� ���
���� � ���
� ��  �� ��� ����
����	�� ��������	�
��

*+�� ��� �� 
$�

"
 ������� � .�
��-�� ���5�� �� �������� ��� �� ���
� �� �)'� "
 ��
������ ���� ��� ��
�� �U ��� ��

��� ��	�������� ��
���

�
� �
�.��	�
� �� ���
� �� �)'� "
 ����.�� �
�����
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���� A�BI W 8	�	� 	���	�� ��� �� N���,	� ���� �� �����	�� ��� �	�	�	���	�� �� �� "��	���� �����$
"����� %�� ����� �������� �� �	�� �� ���� ���	��� & ����	� �� �5� ������������� & �� �����
�� �	��� �����	��� �� �� ���	� ������ ����� ����	� ���������� ��, ������ ����	
��� �	����� �� ��
����� �������� �� "�� B+9� %� "��	���� �� ���	� ����� ��� �� <'�9 µV � %� �����	�� � ��� �>�����
�"�� ���� �� ����	
�� �	�� ∆p ;9<<' ���� �� ���,	
�� �	�� ∆p ;)<<' �� ���� �� ����	
�� �	��
∆p ;�<<� %� �	�� �� ���� ���	��� ����� ����� �"�� ��� D������	��� ��������� 	����	����� ��
�	"��� �� ���	� ���� ��� �� ��������� �� �����	�� fc ∼ 1/∆p � ��� ��� ���� ������

���������	� �� �������� ��� ��� ��

���� � -���� A�B= 	�
��� � ������ ����
 ��� �"H ��������
�� �)' �� ������ ��� ������� ����	��� �� ���������	� �� ��������� ��� ������ ��� ���	�
��
��� �"H ��
� ������ ���� ����
� �
� ������

�� � ���
�� ������� � � ������ ��������
� �
�
����
 =Q �� � ���
�� �� ���
� �� �)'� "
 �����
� ��
� � �� .�� ���������
 �� ������� ��
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���� A�BB W 5� ������� �� ������� �� ��	������ �,���	� �� �� ����� V�����	�� �"�� ����	 �� �� �����
	�	�	���� %� ���� ������ �� "��	��	�� �����	"� �� ������� 	���	�� ��� � ����	���� �� �����	���

�����
�� �� �)' �
����� �� ���������	� �� �������� ���� ����	�
� �� ������� �� ������
��
� ��	�����
 �� ������� �� �����
�� �� � ���� �
����� ��� ����� �� � ���� �������� ���
�5������ 
�	���.��	�
� -���� A�BB� "
 ��
���� .�� ���������
 �
����� �� ���������	� ���
�� ������� �� �����
�� ��� �
�������� � AQ�
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���� A�B? W %� ���� �� ����� ������ �� ������� ��� ������� �� �����
��� & J4J NL# �"���
�����	�� .�� ��	�1 �� ���
� �����	�� .�� ����1� %� ���� �� ���	�� ������ �� �����	�������
�� �������� %� �����	�� ����	� �� �	"��� �� ���	� ��, ������ ����������� %� ���	� ����	$���������
�"�� �� �����	�� ��� �������� ��������

"���$ 6''��(����� �!7 ������� �
6�(���'�

(
� �� ���� ��!�������$ 
��� ��
� ����.�� ��� ���� �������	��$ 	�
�	�����
 �� ���
��
�� ����� �� 	�
�	�����
 �� � ���
�� ��
������$ ��� ������ ��� ������ � -���� A�B? 	�
��� ��
������� �� �����
�� ��� ��

��� �
� �� ���� ��������� "
 ���� 
���� ��� ����� -���� .��$
�
� ��� ��

��� �
������$ ��� ���� ������ �� ��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
 ��
� ���2
������ "
 ����-� .����� ��
� �
 ��� ���� ����� .�� � ���	� ���
��� ��� ���� ������� � �������
�� ���
� �����.��� ��� 	�
��� .���� ������ �
� ����� ��	���
�� ��  ���� .���%�#
����
�
��� � ������
� "
 ��� ��*� 
��� ����� ����������.�� �
� � ������
 A�B�B ���� �� �������
�����	�
���� � ���
���� �������� �� ����� ��	���
�� ��  ����$ ���� �����
�� �
� � ����
� GAG 9/2 �� �
� �
� 	��
��� 	����� �
� ������ � ?A? 9/2$ �
��.�� .���� ����� �� ���
�
���	��������

��� �������
 �� ������� ��� ��

��� ��������� 	�
��� .�� �� �������� ������ 
�
 �����	�
�
�� 
���� ��  ���� �  ��� ���.��
�� 	�� ������ ����	�
� �
� ����� �� � ��	���
�� �	����
���.��� ��� ��

��� ��
� ���� ��<�		�
� ��������� ���� �������� ��� ����� �� ��	��� ��%
������
� � -���� A�BA 	�
��� � ���� � GAG 9/2 � ��
�� �
 ����.�
� ����������	�
� ���
��������� �� 	�
�	�����
 ��� ���
��� �� ����� �� ��
�������� "
 � ����� .��$ �� ��� ������
�
� ������$ �� ������ ��� �
��	���
����� � ��
�� ������� ��� � ����� ��� �
��	���
����� ��
�
�������� � ��� 	����� ���������$ ����������.��� ��� ��	���
��� �#
����
�� ��� � ������
�
:���� 	�
���
� .�� ��� ��	���
��� ��  ���� �#
����
�� ��� � ������
 ��
� �
���� �����
���
�
� ��� ��

����

�� ��� �������	�� ���������� �����

�
� � ������� �����.��	�
� ��� �������$ �
  �� .�����
��
� 	��
� �<���� ��
��� ��  ���� �#
����
� ��� � ������
� !� ���
 �� � ���� �����
$ ����
)�0�%1���2 R=IS  ��������� �
 �������	� �����-.�� �  �� ���
�������� ���� ������� �� ���
�
�	�������.��� (� ���
� �� ��� �������.��$ ��  ���� �� �� ���
� �� �)' ��
� ��� ���
�� ��%
������ ������
�� ��
�#�� �
 �
�������� ���	�� �� �������� �� �� ������� ��� ���
�� 
�
 ������
��
��� ��	���
��� 
�
 ������

�� ��������
��
� � ���
� �����.�� �� � ���
� ���	��������
"� �
 
� ���
������� .��� � ��
��� ����
 �� ���	�������� � ��	���
�� �����.�� ���� ��
�
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=�>

=�>

���� A�BA W %� ����� .�1 ���������� & �� ����� ������� ���
� �����	�	�� ��� ������� & J4J NL#
�����	���� 7��� �������� ��� 	��������	��� & ����� ������� 	���	��� ������	�������� ��� �� �	���
���������	���� %� ����� .�1 ��� ������� ���
� ����	���	�� � �� ����	���� & ���� � ����������
���������� �� ���	��� �� �	��� � �������
��� 5� � �>�����' & ���	��' �� �����	������� ���� ���
���, ������ � ��� ��	�� �	���� ��
� �� ���� �����	����

���� ���� ��	�
� ������� ��� ��

���� 1��� ���$ ��� ������
� �� ��

��� �������� � � 2�
�
�����.�� ��
� ��	������ �� �
� ��������
 ��  ����� ����� �������
 ��� �������� �� ��� �� �
 �

� ����	���
 �� � ���
� ��  �� �������� �� �� ��������� ���������	� �  �� ���
��������
��� ���� ����.��� � -���� A�BA 	�
��� � ���� � GAG 9/2 � ��
�� ���� ��������
 �� ���
�
�	�������.��� "
 ��
���� .�� ��� �
��	���
����� � ��
�� ������� �
� ������� "
 � ����� ���
��� ��
�����	�
��$ ������ -���� A�BA$ .�� ��� ���������� �����.��� � ������� �������� ��
�  ��

���� ���$ 	�	� ����.�� ��� �
��	���
����� ���� � ���	������� ��
� �����
����

%
� ������&� �� ����������

��� ��������� .�� 
��� ��
� ���������� �������
� ��� ��� ��
����
� ���	���
� �� ��������
���	���	�
����
 �������	�.��� H� ������ ����
�
� ���  ��� �� ��
����
� .�� �������
� ���
���������� ������������ ���%�%��� ��  ���� �� �#�� =L� T �� ��
� ��� �
��������� !����$ 
��� ��
�
��������� �
 
����� �������	� �� ��������  �� ��� �����������
 ��� ���������� �����-.��� ���
�
��������� !���� ���� �����
��  �����	�
� ��� ���������� ��� �
��������$ 
��� ���������
� ��

����� �������	� �� ���������
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"���� )��'������ ��� ����������

>
� �
������� ��� �
� ��
����
 ψ �������� ���� ���	�� �
�  �� �
� ������� ��� ��
����
� ��
����� ��		 ��� L2(R)� �  �� ���
�������� ��� ��
���� � ����� �� ��
����	���
� ��������
%
�
� �� �������
� �� �� ��
�����
� �� � ��
����
 ψ� 1��� ���� �������� ��		� �
�������$ �
��
����
 ψ ���� �������� � ���� ��
�����
� T

• ���� �������� ����� �� I$ ����� � ���� ����+��� �����	�
� .�
� x → ∞
• ��������$ �� .�� �� ������ ��

∫
ψ(x)dx V I�

� ��
����	�� �
 �
�������� ���
� ��
����
 � �� L2(R) ���� ���� ��-
�� ��		� T

Wf(λ, t) =
∫ ∞

−∞
f(x)

1√
λ

ψ

(
x − t

λ

)
dx, OA�AGP

λ �� t ��
� ����������	�
� ��� ��	����� ��������� �� �� �������
 ������� �� �������
� �� ��
��
�����
� .�� ��
���
� �  �� ���
�������� � ����� �� ψ� � ��
����	���
 �
����� ��� ��

��
�� T

f(x) =
1

Cψ

∫ ∞

0

∫ ∞

−∞
Wf(λ, t)

1√
λ

ψ

(
x − t

λ

)
dt

dλ

λ2
, OA�AKP

�U Cψ ��� �
� ��
��
�� �� 
��	������
� �� �� ���������	�
� �
 �
�������� 
���� ��

� .��
���� ��� �������� λ]λ0$ �� ��� ���� ����
������� � �
� �
���	���
 ��	���	�
���� ����
� ��� ���
�������� λ^λ0� ����� �
���	���
 ��� �
����� � ����� ���
� ��
����
 φ$ ������ ��
����
 ����������

>
� 
�#�� �
 �
�������� ��
����� � ����	����� �� ���
� ��� �
� �		� ���� ���
���
���������� gλh� 1��� ��
������� �
�  �� �����
��	�� �� L2(R)$ �
 �
������� ��� ��
����
� ��-
���
�� T

ψj,k(x) = 2
j
2 ψ(2jx − k) OA�ACP

φj,k(x) = 2
j
2 φ(2jx − k) OA�ADP

�U * �� 8 ��
� ��� �
����� �������� "
 	�
��� .�� ���
��	 �� gφj,k, ψj,kh ���	� �
�  �� �����%

��	��� �� ���������	�
� �� � ��� �����  �� �� ��
����
� ������� ���� ��5���
��� ���	�� T

f(x) =
∞∑

k=−∞
aj0,kφj0,k(x) +

∞∑
j=j0

∞∑
k=−∞

dj,kψj,k(x) OA�AFP

=
∞∑

k=−∞
< f, φj0,k > φj0,k(x) +

∞∑
j=j0

∞∑
k=−∞

< f,ψj,k > ψj,k(x) OA�GIP

= Aj0 f +
∞∑

j=j0

Dj f OA�G=P

�� ���	� Aj0 f ��������
� � ��������	���
 �� � � ��������� j0� :
 ��
� ��� �������� ��� ����
���������� O* �� ��P ���� ��� �������� ��� ���� -
�� O* �����P$ �
 ����� � ��� �������
����
� ��
���� �
 ���� �������� �� ���
� ��

�� �� ���	� Dj f �������
�� ��� ������ ��������
�
� � �
��5���
�� �
��� ��� ������	���
� �� � �� ���������
� j + 1 �� j T

Dj f = Aj+1 f − Aj f OA�GBP

��� �
�������� ���	����
� ��
� �� �������
��� ��� ������ ��
�� ���� �� ����� ���
� ���������

� � ���������
 ���� -
� ����
���

=B?



����	��� 4� �����	��

�� ����� �� � ��
����	�� �
 �
�������� ���
� ��
����
 � ���
�����

�� �� N = 2J ���
��
��� ����� ��
����	�� �
 �
�������� �������� O@(� ���� @����� (������ ��
����	P� � ��
�%
���	�� �
 �
�������� �������� ��
� �
� �������
 ��
����$ ���� ���� �������� ���� ���	� 	���������
O���� ��		� � ��
����	�� �� ������� ��������P T

f̃ = Wf OA�G?P

� 	����� W ��� �������
��� � ��
����	���
 �
����� ��� ���
� ��
� � ����� �� W T $ �
��
������ �� W � ����
�
�$ �� ����� �� � ��
����	�� �
 �
�������� ���5����� ����.��	�
�
��� �
 �������	� .�� ��.����� �����	�
� E �������
�� � ����� �� � ��
����	�� �
 �
��������
��� ��
� ���� ����� .�� �� ����� ���
� ����

"���� ,��������� �� ��!�� �:+

�����.��	�
�$ ��� ��������� �� �#�� =L� ��������
� ��� ���
�� ��
� � ��
���� �������� �
���� �
� ��� �� �����
�� �� � ���	� T

lim
f→0

S ∼ σ2
a

ωγ
OA�GAP

�U ���
���� �������� γ ��� �
 ��
��� ��	���� �
��� I �� B�
��
�#�� �
 �
�������� ��� �����������	�
�  ��
 ����� ���� ������� �� ��� ���������� "


	�
��� 
��		�
� .�� � ���������
 ��� ���<���
�� di,k �� � @(� ���
  ���� �� �#�� =L� ����
�
� ��� �� �#�� R=GS T

< dj,k, dj′,k′ >=
2−(j+j′)/2

2π

∫ ∞

−∞
σ2

a

|ω|γ ψ(2−jω)ψ∗(2−j′ω)ei(2jk−2j′k′)ωdω. OA�GGP

����� ������
 �	���.�� 
��		�
� .�� � ���
�� ��� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
��%
������ ���
 ��������� =L� ���� �
 ��
����
 �� � ���������
 ��		� R=GS T

V ar(dj,k) = σ22−γj OA�GKP

���

σ2 =
1
2π

∫ ∞

−∞

σ2
a

|ω|γ |ψ(2−jω)|2dω. OA�GCP

(� ����$ � ���������
 �
��� ��� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
��������$ ��-
�� ��		� T

ρk,k′
j,j′ =

< dj,k, dj′,k′ >

V ar(dj,k)V ar(dj′,k′)
OA�GDP

�����+� ��		� T

< dj,k, dj′,k′ >∼ |2jk − 2j′k′|γ−2R ���� |2jk − 2j′k′| → ∞ OA�GFP

�� ��	���� & ��������
� � 
�	 �� �� 	�	�
�� 
������ �� ������� �	���.�� .�� � 	����� ��
���������
 ��� .���%����
��� � ��
����	���
 .�� ����
���� � 	����� �� ���������
 ���

��������� ������� ��� ������ ��
����	���
 �� ;���
�
%������ ��		� � ��
����	�� �

�
�������� ����
���� � 	����� �� ���������
 ���  ����� =L�$ ���� ��������
� � � ��
����	���

;���
�
%����� ���� �� �#�� ��  �����

��/�� 
�������� ψ 	
����� 7 �
����� ���� ��∫ ∞

−∞
tkψ(t)dt = 0 	
�� 0 ≤ k < R *C�<;,

=BA



4�9� �����	�� ��� ����������

"���� .�������� ��( ���������� '�� ��7��!� �� ����������(�

� ��������� ��	�.� �� ��� �
�������� ���%�%��� ��� ��������� =L� 
���  ������ � ����������
�
 �������	� �� �������� �  �� ���
��������� "
 ������� .�� �� ���
� ������� �� �
  ���	����
���� �������� ���� � ���	� T

b(t) = s(t) + n(t) = s(t) + nc(t) + w(t) OA�K=P

�U ��� ��5���
��� ��	���
��� ��  ���� �
� ��� ������������ �� ���	� �O�P �����
� � ��
��� ����

�� ����$ NO�P ��  ����  �
� �� ncO�P ��  ���� �
 =L�� ��  ����  �
� ������� �
� 	����� ��
�����
�� Cw ����
��� ��  ���� =L� �����
�� �� ��
��� ��� ���������
� � ��
�� ����
��� �
	����� �� �����
�� ��������
�
�� 
���� ��
� �� ����
���

"
 ������� � ���������� nc(t) �� ��
 ���������	�
� �
 �
�������� ñc� "
  �� .�� ���
���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
�������� ���
  ���� �
 =L� �����
� �
� ��� ������

� �� .��
������ ��� � 	����� �� �����
�� ������� ��� ����
��� ����� ����� ��������� .�� *����-� ��
����� ���������� ��� �
�������� ���� ������� ��� �������  ��� ���.��
��� :
 
��
� ñc ��� ���<���
��
�� ���������	�
� �
 �
�������� ��  ���� �
 =L�$ "
  T

nc = W T ñc OA�KBP

�U W T ��� � 	����� �������
�
� � ��
����	���
 �
 �
�������� �
������ "
 ������� .�� �� �
��
����	���
 �
 �
�������� ���� �������� ���� ���	� 	���������$ �
� � ����.�� �
 ������� �

�������	� �����-.�� �
 O(n) �� 
�
 �
 O(n2) ��		� �� ����� �������� � 
�����
 	����������

1��� �����	�
�� ��� ���<���
�� ñc$ �
 ��� ���#������� .�� ���  �����  �
� w �� ������� ñc

�����
� �
� ��� ������

� �� ��
� �
����
�
��� � 	����� �� �����
�� ��  ���� ������� ���� T

N = < nnT >=< (w + nc)(w + nc)T > OA�K?P

= < wwT > + < ncn
T
c > OA�KAP

��� 	������ �� �����
�� Cw �� Cñc ��-
��� �� T

Cw = < wwT > OA�KGP

Cñc = < ñcñ
T
c > OA�KKP

��
� ����
���� � ��
����
 �� �����	 �
�� ������� ���� �
� �� �� T

L = P (d|m) = P (w|m)P (ñc|m) OA�KCP

∼ exp

[
−1

2
(
wT C−1

w w + ñT
c Cñc

−1ñc

)]
OA�KDP

� 	�
�	�����
 �� � ��
����
 �� �����	 �
�� �����
� ���� � 	�
�	���� �� ���%B ����
� RDS T

χ2 = wT Cw
−1w + ñT

c Cnc
−1ñT

c OA�KFP

= (b − W T ñc − s)T Cw
−1(b − W T ñc − s) + ñT

c Cñc
−1ñT

c OA�CIP

1��� ��	���-�� ���������� ����
� T

• s = Dm

• D = P

• P = (PP )−1P T

=BG
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��� ��
����� P �� D ��������
��
� ����������	�
� �� ��������� �� ��������
 O����� ���
�
���� �� �"HP �� �� �����*�����
 O������� ���
� ���� ���� ���	�� ��� �"HP� ���.����
 A�CI
������� ���� T

χ2 = (b − W T ñc −Dm)T Cw
−1(b − W T ñc −Dm) + ñT

c Cñc
−1ñT

c OA�C=P

:
 	�
�	��
� ����������	�
� �� ������ � m$ ���� � ñc$ �
 ������ T

m = P(b − W T ñc) OA�CBP

0 = −WCw
−1(I −DP)(b − W T ñc) + Cñc

−1ñc OA�C?P

���� T

(WCw
−1(I −DP)W T + Cñc

−1)ñc = WCw
−1(I −DP)b OA�CAP

� ���������
 �� �#���	� A�CA ���� ���� �5������ �
 ������
� �
� 	������ ��������� � 	�����
�� �#���	� ��
� �#	����.�� �� ��-
�� ��������$ �
 ������� � 	������ �� �����
� ��
*���� R==S�
��� 	������ �� �����
��� Cñc �� Cw .�� �
������

�
� �
� A�CA ��
� ����
���� � ���������

�������� 
��	���.�� ��
� �� �����������
 ��������� �� 	������� H� ����� ����
�
� � �����-�� ���
������ ��� 	������ �� �����
�� O�
 ��� ��� ������ ����
���P���

"���" ���� �� ;!��

(
� ��� ���	�� �
�����

� �
� ���.����
 A�CA$ � 	����� �� �����
�� ��� ���<���
�� ñc

�� ���������	�
� �
 �
�������� ��  ���� �
 =L� ����� � �����	�
��� "�$ �
 ��� .�� ����� 	�����
��� ����
�� O��� ���	�
�� 
�
 ����
�� �����+���
� ���� ���� ���P R=AS RCS�
�� ���������	�
� �
 �
�������� �� ���
� ���
  ���	���� ������� T

bj
k = wj

k + nj
ck + sj

k OA�CGP

�U ��� �#	 ���� ������$ �
��.�
� .���� ����� �� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
��������$ �
�
��� �	�� ���� ������ ����������� ���
���� * ��� ���
���� �� ���������
 �� 8 ���
���� ��	������

�� ��� ��

��� ��
� ��	�
��� �� ��  ����$ �
 ���� 
������� � ��
��� ����
 �� ���
�� ��
���������	�
� �
 �
�������� ��  O�P ��� ���� ��

� ��

bj
k = wj

k + nj
k OA�CKP

���  ����� NO�P �� ncO�P ��
� �������� ������
�$ � ���
�� ��� ���<���
�� ��  O�P ��� ��

��
�� R=AS T

σbj
k

2 = σj,k
2 = σ2 2−jγ + σw

2 OA�CCP

� ���
�� ��  ����  �
� ��� � 	�	� .���.�� ���� � ���������
 :� ��� ��	����� � ����	�� ��
�
��
� γ$ σ2 �� σw

2� ����� ����	���
 ���� ���5������ � ����� ���
 �������	� �#�� )�
�� ����
)�8�� ���
� O)�)�P� �� ���
���� �� ��
����

�	�
� ��� )�)� ��� ��

� � �������
����
�� H� ������ ��� �����������
 �� � ��
����
 �� �����	 �
�� ������� � ��� ��	������
����� ���
���� ��������
� � R=AS T

L(γ, σ2, σw
2) =

∏
j,k

1√
2πσj

2
exp(−(bj

k)2

2σj
2

) OA�CDP

=BK



4�9� �����	�� ��� ����������

�U �
  ���� σ2
jVσ2 2−jγ + σ2

w� "
  �
 ����������$ �
 ���
� Nj = N
2j T

log(L(γ, σ2, σw
2)) = −1

2

∑
m

Nj

(
σ̂2

j

σj
2

+ log(2πσj
2)

)
OA�CFP

��� σ̂2
j = 1

Nj

∑
k bj

k
2� � �����	�
���
 ��� ��	����� γ$ σ2 �� σw

2 ���	�� ���� �� ����������
� 	����� �� �����
�� Cñc $ ��
� � ���������
 �� ���.����
 A�CA�

����
�
�$ �
� �� �� ��!�������$ �� �� ���
� �� �)' ��� ��	�
� �� ��  ����$ �� ���
�
�����.�� ��� ��	�

� �
� � 2�
� �� ��
 �����.��� (
� �� ���������	�
� �
 �
��������$
�� ���
� �����.�� �� 	
������ �� �
� ���
�� �	����
�� ��� ���<���
�� ���
�������� ���
��

���� "
 
� ���� ��
� �� 
������� � ��
��� ����
 �� ���
� �����.�� �
� ���.����
 A�CG�
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���� A�BG W %� ���� �� ����� ������ � �"����	�� �� �� "��	���� ��� ���R�	���� �� ��"����������
�� ���������� � �� ���	� �� ���� ��� �� �����	�� �� � 	��	�� �� �������	��� 5� �����"� ��� ��
"��	���� ��	� �	�� ��� ��	 �� ���� 4�@@� %� ���� �� ���	�� ������ � �"����	�� �� �� "��	���� ���
���R�	���� � ���������� �� �����
��� J4JC<� � 0�������� 5� �����"� ��������� �� �����	���	��
�� �	��� �����	����

� ���
�� ��� ���<���
�� ��  O�P ������� ���� T

σb ,j
2 = σw ,j

2 + σ2
nc ,j + σgal ,j

2 OA�DIP

�U ���
���� * �����-� � ���������
� 1�	� ��� ���	�� �� ���.����
 A�DI$ ���� ��� ���

�
� ��%
�����	�
�$ σb ,j �� σw ,j � :
 �5��$ � ���
�� σb ,j �� ������ �������	�
� �� � ��
����	�� �

�
�������� ��  O�P$ �� σw ,j 
� ����
� .�� �� 
���� ��  ����  �
�� !�
�� ���� �����	�
�� ��

���� �� ���
�� ��� �������$ σ2

nc ,j$ �� ����� � �����-�� � ��
��� ����
 �����.�� σgal ,j� 1���
���$ �
 ������� �
� ���� �� 9���� �� �#�� ��(� � ��
����	�� �
 �
�������� ��� �"H ������%
��
�
��� ���	�� ������	�� � ��
��� ����
 �����.�� σgal ,j � � ���
�� ��� ��

���� "
 �

������ ���� � ���
�� ��� ���<���
�� ������� �  ���� �
 =L� � ��.�� ���������
 * T

σnc,j
2 = σb ,j

2 − σgal ,j
2 − σw ,j

2 OA�D=P

"
 �����	�
� �� ����� ���
 ��� ���	�
�� ����
�� �� � 	����� Cñc � "
 ���� ���� ��������
���.����
 A�CA$ ��� ��� �#�������� ����
��� T
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���� A�BK W 0���	����	��� �������	"�� �� � ���	���	�� ��� ���	"��� 5� �>����� �� ��"������$
���� �� ���������� ����	�� ���� �����	� ��� ���	���	�� �� �� �	�� �� ���� .�� ����1� 0 � �	�� ��
� ����	���� 4�@4' �� ������	�� �������	"����� ��� ���R�	���� �� ��"���������� �� ����������
��������	���� ��� ���	"�� ���� ��� �������	��� ���� ���� .�� "��� �� �� ����1�

• � 	����� �� �����
�� ��� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
�������� ��� ������� ���
����
���

• ��� ���	�
�� ����
�� ��
� �����	�
�� �� ���
���	������ �� � ������
 A�D= �� �� �������%
����
 ���
 	����� �� 9���� �
��.�
� � ���
�� σgal

2 ���� �
� ���������
 : ��

���

"���$ 0<(�(��� �! ��������� �� ����������

E��� �������
� ��� �"H �� 3 × 221 ���
�����
� ��������
�
� � � ��		� ���
  ���� �
 =L�$
���
  ����  �
� �� ���
� ���� ��( ��� ��� �� ���
��� ;�? ��!�������� "
 ������� �� *�� ��
��

��� ��	����� ������ �
� � ������
 A�B�A� � 	��� �
 M���� �� ���������	� A�CA$ ���5�����
�� � ���
 ����
�� T

• "
 ����	� �
� ���	���� ���
� ��  �� �
 ������
� �� ���������	�
� �
 �
�������� ��� �"H
�
�������

• "
 	������ ������	���
 ��� ������� �
 �����
� ����� ���<���
�� �� ���������	�
� �

�
�������� �
 ������
� � �#���	� A�CA ����������	�
� � ��� �������� �� ���� �
 ���� �������
O���� -���� A�BKP�

>
� ���� .�� ������	���
 �� � ������ ��� � ��
��$ �
 ����
��� �����%�� �� �"H �
������� �
���� ��������
�
�� ��� ���� �������� �� ��	��� ��������
� � -���� A�BC 	�
��� � ����
�������� �� � ���� ��������� � ���� �������� ��� �������� �
 �5����
� � ��5���
�� �
��� �
���� ��������

�� �� � ���� �� 9���� �������� ���� � ��	�����
� "
 � ����� ��� ��5���
��� �
��
��� �������� 
������� �
��� ��� ���� ������ � ��	�����
 ��� -����� A�=F �� A�BC 	�
���
.�� ��� ������� ��
� ���� �	����
�� ��� �� �������� �� �
��������� ��� �������
 �� �������
�� � ��5���
�� �
��� ��� ������� ��������� ���� � ��	�����
 �� ������ � ��
��� ��
-�	� .�� ��
�������� ��� 	��
� �<��� .�� �� �������� �� 	�
�	�����
 �� ���
���� ��� ���� ������ ��
��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
 ��
� ���� �	����
�� ��� �� �������� �� �
���������

� �����
�� ����	�
�.��� �� ������ 	�������� �
��.�� .�� � 9���� �
���� �
  ��� �
�
� �����	�
���
 �� � ������� � ���	���� ���� �� ���������	� �� �������� ��
����� � �������
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���� A�BC W ������ �������� �"�� �� �����	�� ��� ���������� ��� �� �	�����	�� �� �� "�	� & J4J
NL#� %� ����� �� ���	�� ���������� & �� ����� �����	�	������ %� ����� �� ����� � ��� ������� ��
�>������� �� �	>������ ����� �� ����� �����	�	����� �� �� ����� �� �� N���,	� ��	�	��� ���� ������
�� �	�����	��� 5� ������� �� ������� �� ��	������ ��� �5� �����	��� �"�� ���������� .�� ����1
�"�� ����	 ��� �5� �������� ���
� �����	�� ��� �	�	�	���	�� �� "��	����� .�� ��	�1� �� ����� ���
	��������� ���������� ��������� �"�� �� �����	��� ����� ����	
�� 	���	� �� ���	� �	����	�� ���
�� ����� � �������

� ���
� ��  �� �� ����	�������
 �������� �
 �
��������� )
������	�
�$ � �����
�� �� �
9���� ������ � � �����	�
���
 �� � ���
� ��  ��� 1��� ������� ��� �5��$ 
��� ����.��
�
�
� ������	� ���� ���������	� �
 	���-
� 
���� �������� E��� �������
� �� � ���
 ����
�� T

• "
 ������� � ���� � ��
�� �� ��������
$  ��
 .������ ������� ��� 
�	���� � ��
���
��������� ����� ���� ��� �������� �� ���
 � 
� ����� .�� ��� ��	���
��� ��<�		�
�
�
��
����

• �� ���
� ��� �����*��� �� ��� ��� ��

��� �
������� "
 	���� ��
� ���������	� 
�
 ��
��� ��� �"H b$ 	�� ��� b −Dms$ �U ms ��������
� � � ���� ���������

• � �����	�
���
 ��� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
�������� ��� ������� �� ���.����

A�CA ���5����� �� � 	�	� ���
 .�� ���� ������ �������
��� � ���� ms �������� ����
	����� ���������	� 
��
������
� �����
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���� A�BD W ������ �������� �"�� �� �����	�� ��� ���������� ��� �� �	�����	�� �� �� "�	� & J4J
NL#� %� ����� �� ���	�� ���������� & �� ����� �����	�	������ %� ����� �� ����� � ��� ������� ��
�>������� �� �	>������ ����� �� ����� �����	�	����� �� �� ����� �� �� N���,	� ��	�	��� ���� ������
�� �	�����	��� 5� ������� �� ������� �� ��	������ ��� �5� �����	��� �"�� ���������� .�� "���1'
�� �>������� ���, 	�����	���' �"�� ����	 ��� �5� �������� ���
� �����	�� ��� �	�	�	���	�� ��
"��	����� .�� ��	�1�

"
 ��
���� .��$ � ������� �� ����� ����
�� �������
$ ���	��� �� � 9���� ��� ������	���

�� � ���
� ��  �� ��� ������� � -���� A�BD 	�
��� � ���� ��������

�� �� � ���� ��������
��������
�
��� � ���� �������� ��� ���� ��	���
�� �� �������� ��� ��
� �� .����� ��	�� ��
� ����� � ��
� ��� ��� 	�
�	�����
� �� ���
���� ���� ��� ��
-�	� �� ��
�#�� �� ������� ��
�����
��$ -����� A�BC �� A�BD� ��� -����� 	�
���
� �� ������� �� � ��5���
�� �
��� � ������
�������� ���� � ��	�����
 �� � ������ � ��
�� ��� ���������	�� �� �������  �
� 	������� �
 ��� ���.��
�� ���� �� �� � ������� �� � ������	� �������
� "
 � ����� ����	�
� .�� ��� ����
������ �� ��	�
�.��� �� � ���.��
�� �� ������
 ��
� 	��
� ���
�
����

"���4 .����''������

���
��
��
��
� ���
���� �� � 	������ �	���#�� ������ �
� �����������
 ���
 	����� �� 9%
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=?I



4�9� �����	�� ��� ����������

=�> =�>

10
-3

10
-2

10
-1

1

10

10 2

10 3

10 4

10 5

10 6

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice de résolution j

V
ar

ia
nc

e

10
-3

10
-2

10
-1

1

10

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice de résolution j

V
ar

ia
nc

e

=�> =�>

10
-3

10
-2

10
-1

1

10

10 2

10 3

10 4

10 5

10 6

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice de résolution j

V
ar

ia
nc

e

10
-3

10
-2

10
-1

1

10

10 2

10 3

10 4

10 5

10 6

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Indice de résolution j

V
ar

ia
nc

e

���� A�BF W %�� ����� .�1 �� .�1 �������� ��� "��	����� ��� ���R�	���� �� ��"���������� ��
���������� ��� ������� �	������ .�� ��	�1 �� �� ���
�� �� N���,	� .�� ����1� %� ���� .�1
���������� ��, ������� �"��� �����	�� �� �� ���� .�1 ��, ������� ���
� �����	��� %�� �����
.�1 �� .�1 	��������� �� ����� ���� �� ���� ������"�� �� "��	���� ��� ���R�	���� �����	�� & ��
N���,	� & ����	� ��� �������� +�� �� ���� .�1' �� ������ "���� ������ �� "��	���� ��� ���R�	����
�����	�� ��, ������� ���
� ������ ���� � ������ �� *���	��� %� ������ ����� �� �� ���� .�1
������ �� "��	���� �� ��� ���R�	���� ���
� �����	�	�� �� ��������� ��� �������� 5� ���"	���
����� & ���	��� �� �	"��� �� "��	���� ������������� �� ���
�� �����	����

� 	����� �� �����
�� �� ���.����
 A�DI$ �� .�� �������
�� �
 ����.�� �
� ��2�
� �� ���<%
���
��� 1��� ��
��� ���������	� ���
�	�$ �� ������ .�� �� �
 ������ �����	�
�� ��� ��	�����
�
� ���� � �������� �� 	����� �� 9����� � ��	�����	�
� � ���� ���.��
��$ ����� � ���� �
���� ���������
$ ��� ��	�
� �� �� ���
� �����.��� ��� ���
��� ��������
�
��� �����
� ��
�
���� ����	��� �������	�
� � ����� �� � �"H� ��� ���
��� �������� � ��	�����	�
� � ����
 ��� ���������
 ���� ������	�� �� � ���
 ����
�� T

• "
 ����.�� �
 -���� ���� ��� ��� ��� �"H � ���������

• "
 � ��.�� �
� ���� ��������

�� � ����� ��� �"H -�������

=?=
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• ����� ���� ��� �������� ��		� ����	���� �� � 9����� ��� �"H ���	��� � ����� �� �����
���� ��
� ��������� ���� ������� ��� ���
����

��� ���
��� � ��
��� �� ����� ���
 ��
� �������
���� -���� A�BF� "
 � ����� .�� ���
 ���
�� �� �� ��������� � ������ ��� ���
��� �������� � 	����� �� 9���� �������	�
� �
����� ��� �"H�

"���= 6''��(����� �!7 ������� �
6�(���'�

&�����
� 	�
��

� ��		�
� ����.��� ���������	� �� �������� �� �
�������� �� ��
%

��� ��!�������� E��� ��
������
� �
 ���������� ���  ���	����� � B=C �� GAG 9/2� ���� ���
��	�����
�$ 
��� ��
� ��
������ .�� ��� ��

��� ���
  ���	���� ��������
���
� � � ��		�
�� ����� ��	���
��� T

��

��� = ���
� �����.�� +  ���  �
� +  ���� =L�

1��� ��� ��

��� ��!�������$ �� ��� �
 ���� ��
������� ��� ���
�� ����
�� T

• � ���� � B=C 9/2 ��� ��
�� �� � ���
� �� �)'� �� ���
� �� �)' ��� ��	�
� �� ��
 ����  �
� �
� ��� ��

���� H�  �� ���� ��� 	�	�� ���������� .���
  ���� ������
$ �
�
���������
 � ��
�� �������� (� �� ���
� �� ���$ �� ��� �
����� � � ��	���
�� ��  ����
 �
��

• � ���� � GAG 9/2 ��� ��
�� �� � ���
� �	�������.��� ����� �
 ���
� �� 
���� 
�

������

�$ ��		� �� ���
� �����.��� "
  �� .�� ��� �5��� ���	������� ��
������
� ���
�������  ���� ���.��
���� ���������$ � ��
��� ����
 �	�������.�� 
���� ��  ��
 ������� ��
��� ���<���
�� �
 �
�������� ñc� :
 �5��$ ���������	� �� �������� ������� .�� � 	�����
�� ���������
 ��� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
�������� ��� ������� ���� ����
��$ ��
.�� 
���� �� �� .�� �� ��  ���� ������ �� ������� ��� �� 
���� ������

��

� ��	���
�� �	�������.�� ���.�� ��
� �� ������ �� �� ��������� ����������
 �� ���������	�
�� A�CA ��� ��� ��

��� �������� � � ���� � GAG 9/2 ��
���� �� ����� �� � -���� A�?I� ���
����� ��������� �� ����� ���
 
� ��
� �� �� ����  �

� .������ :
 ��	��
� ��� ���
��� ���
���<���
�� ���
�������� ��� �"H ��������� ��� ��� ���
��� �������� � 	����� �� 9����$ �

� �����$ -���� A�?=$ �
 ����� �� �����
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� ��� ��

���� ��� ����� ��� �c � � �����
�� �� �
��	���
�� �	�������.���

�������������� �'�� ���������� �� �����

1��� 	������� ���<����� �� ��������$ 
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����
�
 ��� ��5���
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� 	������ ���	���
� �� ������� ���	��� �� � ��	��%
�
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8�� ��
����
�� � ����
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�� �	�������.�� ��� ��

��� !������� ����������

������ ��� ��� ���
������ ����� ����
�.�� � �������� ���%	�	� -
 �� ������� ��� �5��� ��
���
� ���	�������� 1��� ��������� �� ���
���� �� �� ������ �� �����$ 
��� ��
������
� ���
��

��� � ��������
�
� � T

d(t) = s(t) + n(t), OA�DBP

�U � �� 
 �������
��
� ����������	�
� �� ���
� �� ��  ����� �� �� ������ �� ����� ���	�� ��
��
������� �
� ����	���
 se �� ���
� � � ����� �� �� ����� ����	���
 ���5����� �
 ����� ����� T

• ����� �� � ��
����	�� �
 �
�������� ��� ��

��� T d̃ = Wd�
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���� A�?I W %�� ������ ��� ��� �����	��� ��� �����	�	�� ���
� ����	���	�� �� �����	�� & ����
� ����������� %�� ������ .�1 �� .�1 ��� ��� �������� �� ��	�	���� �� ���� �� �����	��� ��� ���	��
%�� ������ .�1 �� .�1 ���� �������� & � 	���� �� �� ����	
�� 	�����	�� �� ��� ������ .�1 �� .�1 &
� 	���� �� �� ������� 	�����	���

• !��������
 �� ���������� �� �� ������ Dλ T s̃e = Dλd̃�

• !��������
 �� � ��
����	�� �
 �
�������� �
����� ���� ��
���� ������	���� �� ���
�
�	�������.�� T se = W T s̃e�

���������� �� �� ������ ��� ��-
� �� � ���
 ����
�� RFS T

Dλd̃ =
{

d̃ − ���
�(d̃)λ �� |d̃| − λ > 0
0 ��
�


OA�D?P

� ��
����
 ���
�O�P ��
���� �� ���
� �� �� � ����� λ �������
�� �� 
���� ��  ����� �� ����� ��
� ����� �� λ ��
������ �� ���
� ������ �� � 	�������

(
� �� ���� �� �������� �� �
��������$ �
 ������� �������� ��� ����	���� ���� �� � ����
���
���������
 �� ���������	� ���� ������� ��� �5��� ���� � � �����
�� �� ���
� ���	��������
(
� ����� ����.��$ �� ���
� .�� ���
 ������� � ����	�� ��� �� ���
� ���	�������� �� ����� λ ���
�����	�
� ��� �
 	����� �� 9���� �� ��  ����  �
�� ��� ����� �� ���
� ��
� ���� ���� ���
� � ��	���
�� �	�������.��� :
 ����.��$ λ ��� �����	�
� �� ����� .�� λ = nσj$ �U σj

��������
� � � ��		� ��� ���
��� �� 	����� �� 9���� �� ��  ����  �
�� �� 
�	 �� 
 ���
*���� ���� ����	���� ���������	� �� ��� �� ������� ��

√
2 log N � 3 − 4 RFS�

� -���� A�?= 	�
��� .�� ���
���������
 ��� �� ������ ���	�� �� ������� ������� �� ����%
�
�� �c � ���	�������� ��� ����� ��������� ��� ����� ��������� ��
� 	�
����� -���� A�?I� "

��
���� �
� 	��������
 ��
�� �� �� � .����� ��� ������

=??
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���� A�?= W =��	����� ��� ���R�	���� �� ��"���������� �� ����������� %� ������ ���� ����������
�� ���
�� �� N���,	� ��	�	��' �� ������ ��	�� ��, �5� �����	��� ���
� �� ����	
�� 	�����	��' �� ��
������ "���� ���������� & �� ���,	
�� 	�����	��� % ��	�	���	�� �� �����	��� ��� ���	� ������ ��
������� ��� "��	����� �� �	"��� ������� ��� �� ���
�� �� N���,	��

"���5 ,��������� �� ���������� '�� ������������ �� �����(��

(
� ����� ������
$ �
 ������� �� � ����� ����� �� ������� ��� �
�������� ��		�  �� �� ��
�%
���
 ���� ��� �������	�� �� 	�
�	�����
 �� ���
�� �� ����� �� �� 	�
�	�����
 �� ���
��
��
�������

� 	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ����� �� � ���� ��������

�� T

M =
∑

����� �

1
σ2

p

1
Np − 1

∑
{ip} ∈ p

(
b′ip − b̄′p

)2
OA�DAP

�� ������ �� ���<���
�� �� ���������	�
� �
 �
�������� ��� ������� �$ d = Wd̃ �� di =∑
k Wikd̃k$ ��
���� � �#���	� ����
� T

∑
����� �

∑
{ip} ∈ p

(
bip − b̄p

)
Wip l =

∑
k


 ∑

����� �

∑
{ip} ∈ p

Wip l Wip k −
∑

����� �

1
Np

∑
{ip} ∈ p

∑
{jp} ∈ p

Wip lWjp k


 d̃k OA�DGP

�� �#���	� ���� �� �������� ���� � ���	� T

W (I −DP)b = (I −M)d̃ OA�DKP

=?A
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"
  ���� T

Mkl =
∑

pixelp

1
Np

F (p, l)F (p, k) OA�DCP

F (p, k) =
∑
i ∈ p

Wipk =
∑

i

Wikδi(p) OA�DDP

δi(p) =
{

1 �� i ∈ p
0 ��
�


OA�DFP

�O�$8P ��������
� � � ��
����	�� �
 �
�������� �� � �"H ���	�� ��� �� ����� �� � ���������

�� A�DK ���� �� ���� ��������	�
�$ 	�� 
�������� �����������
 �� � 	����� M� ����� ���
����
��� �#	����.�� �� 
� ����
� .�� �� � ��������  �#��� :��� ���� ��
� ���� ������� �
� ��
��		�
��� � ���������
 �� A�DK� � 
�������� ������ � ���������� �� � ����8�� � 	����� M
��
� �����������
 ���  ��� ���
�������� 	��
� ����.�� .�� �  �� �� ��
����
� >�

��
�#�� �������
�� ����.��� � � 	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ����� ��
���� � T

∑
{i}

1
σ2

i ‖

∑
j ∈ ⊥

(sj − s̄i ⊥) Wj l =

∑
k


∑

{i}

1
σ2

i ‖

∑
j ∈ ⊥

Wj l Wj k −
∑
{i}

1
σ2

i ‖

1
Ni

∑
j′ ∈ ⊥

∑
j ∈ ⊥

Wj′ lWj k
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����� �.����
 ��� ���� ��<���� � ������ ���� ���	� ��	���� ��		� ���  ��� ��� ��� �
	�
�	�����
 �� � ���
�� �� ������ "
 ���� ��������� �� ���� �
 �
�������
� ��� ���������
���������� "
  ����� � � 	�	� ��<����� .�� �������		�
�� � 	
�������
 �� �#���	� ���
����
�.��	�
� ���� ��	���.��� � �5�������

%
% ����������

E��� ��
� �����
�� ��������� �������	�� �����
�� �� �������� ���������� �
� �� ���� ��
��
�#�� ��� ��

��� ��!�������� ���������	� ������
� � 	�
�	�����
 �� � ���
�� ��
������
������ ��� �
� ������� 
������� �� ��� ��	� �� ��������$  ��
 ����� �� ��������� ��
 �#�� �
 ������ ��		� ����� ��!�������� �� �������� ����� 	�
��� ��<�		�
� ������	
�
���� ���� �
����� �
� � ��+
� ��
�#�� ��� ��

��� ��!��������
>
 ������	� �������	�  �� ��� �
� ������� ���� �����.��  ��� 	�� � ���
�� �������
����
�� ��� �������	� ������ ��� �����������
 ���
�  �� �� ��
����
 �����������$ ��� �
��������$ ��
�
��� ���������� ��
�  ��
 ������ ���� ������� ��  ���� �� =L� ��� ��

����

=?G
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R=S !� !	 ���$ ����� �� (������$ BIIB$ >
�������� 1��� ,H "��#�

RBS !� !	 ���$ ���� /	����
 ����%��LI?ICBI?$ �� 	����� �� !����
�	# 
� !������#����

R?S !� !	 ���$ �� (�� �������$ ;� 9
�$ ��� /	����
$ ���� 6
��$ !������� �
���
� E���$
E��� =FFF�

RAS "� (��� �� ��� $ �� 	����� �� !!$ ����%��LI=I===B

RGS (� ��
8 ��
��$ )� (��� 
� (� �������� !��$ GBA$ DKC O=FFFP

RKS ���� TLLNNN��������L����
��L������L�

RCS )��� ����� 
� :��� '���	���$ E����H	�� =G$B=C%B?BOBIIBP

RDS :� ;���k
�
 �� ��� $ �� 	����� �� !i!$ ����%��LI?IAA==�

RFS �� )���$ `! N����� ���� �� ���
� ��������
�a$ !���	�� 1���� O=FFFP

R=IS ���� )�0�%1���2$ �
 ��������
�

R==S @� 1���� �� ��� $ E����	��� /��	���$ �	 ����� >
�������# 1����$ =FDK

R=BS 9� �	���$ ����%��LFCIA=F?�

R=?S (� ��������$ (� ��
8 ��
�� 
� )� (��� !��$ GBG$ GII O=FFDP

R=AS �� @� 
� E� H��$ (�1 BIII @��8����

R=GS 9� @� @��
��� O=FF?P$ 1�������
�� �� ��� H:::$ D= T=ABD%=AGI�

=?C
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%
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����$ �������
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������ 	����� C$ ��� �
���	���
� ��� ��� ��	����� ���	�����.��� Oθ1$ θ2$ ��� V θP� :

����.��$ �
 ������ �� ������� ������.�� Cth ������ � �
 	����� θ ��

� �� �
 ���� �� '���2%
	

 ��� .�� �!)' �� �)'���� "
 ��	��� ���� Cth �� C� ����� ��	�����
 ���5����� �

������
� � ���  ����� �OC\θPV �OC\Cth(θ)P$ .�� �
��.�� � ���  ����� ��� ��
�� C ��� �
 *��
�� ��	����� θ� ����.�� ���
 ��
������ �OC\θP ����� ���� ��		� �
� ��
����
 �� θ ��� C -��$
����� ���
���� ��� ������ ��
����
 �� �����	 �
�� L�

(
� �� ���� '#����
$ �
 ������� � �����	�
�� � ���  ����� �Oθ\CP ��� ��
�� �� *�� ��
��	����� θ ��	��� ��
� ��� ��

��� C� "�$ �� ������	� �� '#�� ����� � ���  ����� p(θ|C)
� � ��
����
 �� �����	 �
�� p(C|θ) = L(C|θ) T

p(θ|C) =
p(C|θ)p(θ)

p(C)
= Ap(θ)L(C|θ) OG�=P

� ���  �����  ������ p(θ) ��
���
� ���
���	���
 ��

�� ��� ��� ��	����� ���	�����.���� (
�
�� �� �U �
 
��5����� ���
  ������$ �
 ���
� �
� ����� ��
��
�� ���� p(θ)� �� ���	� p(C)
*��� �� �X�� �� ��
��
�� �� 
��	������
 �� ����� .�� ���
 ��

∫
p(θ|C)dθ V =�

���
��������� ��� ��� ��	����� �������	� �
 ���	� ���
�������� �� ��
-
��� "
 ��-
����

���
������� � γ Q �� ��
-
�� ���
 ��	���� θi ��		� ���
������� RθL%θU S ��� .�� � ���  �����
.�� θi ���� ��	���� �
� ��� �
������� ���� �� γ Q T

γ = p(θi L < θi < θi U ) OG�BP

���  ��
�� θi L �� θi U ��
� �
 ��
��� �������� �� ����� .�� �Oθi L \ CP V �Oθi U \ CP$ � ���  �����
�Oθi L \ CP ��
� ��-
�� �� T

p(θi|C) =
∫

...

∫
p(θ|C)dθ1...dθi−1dθi+1... OG�?P

���
�������
 .�� ���	�� ��� ��
�� � ���  ����� p(θi|C) � ����� �� p(θ|C) ��� ������ 	���%

������
�

� ��
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�� L(C|θ) ��� ��
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�	�
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��� ��%
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��	������� �����
� �
� ��� ������

� T

L =
1√|D|exp

(
−1

2
∆T D−1∆

)
OG�AP

�U ∆ �������
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����
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��-���� ��'����
� ��
	�� �� 	
��� �� &�� G������� ��� �
���� θL �� θU �
�� ' ���� �� &����� �� θi� ��� �����
	�� �
����� ��� �
�������� �
��� ��� &������� �����
���� �������&���� �� �
�'���� �
��� ��� ���
�����
� ��� θi�
8��� ���		�
��� ������������� �� &����� �� θi ��� ���
����� ���� ' ��� -� �
�� ��� �
���� θL �� θU �� �������&����
�� �
�'���� ��� �
�� &��������� �������&���� �� �
�'���� �
��� ��
�� ��� ���
�����
� ��� θL �� θU �

=AI
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	������$ ����� �� � ������
�� RFS$ ���	���
� � ����� �� G�A ��� ��
�� � 	����� �� ���������

��� ����	����� �� ������� �� �����
�� 
������$ �
� �� �� �U ��  ���� ��� ������ ��� �
����	��

� ��
����
 �� �����	 �
�� G�A ��� ��
� ��<����	�
� ������� �� �������	�
� �
� �� ����
���
� �������
�� ��		� 1�
�8� :
 ����.��$ �
 ������� � �������� �
� ������	���
 �� �
��
����
 �� �����	 �
�� .�� ���� �����	�
� ����� �� �� 
�
  ������ ��������	���
 �� �
��
����
 �� �����	 �
�� ��� ��
������� �
 ������
� ��� ���������� ��� ����	����� �� ������� ��
�����
�� 
������� �� ���
� ��� ��� *�� �� � ������
 ����
���

$���� �������� !� ��� ��������!��

(��
 ���
� �� ��� ����.��$ �� ������� �� �����
�� 
������ 
���� �� �
� ��
���� �������%
	�
� ������ ��� "
 ��
������ � ����� ��� ����� �� ���� �
 ����	���� �� ������� �� �����
���
�� ����� �� � ��
����
 �� �����	 �
�� ������� ��� ���������� �������.��� �� ��� ����	�����

&������ �� �������� ��������� �� ����������

�� ���������	�
� ��� 
���������� �� ��	������� ��� �  �� ��� ��	�
�.��� ������.���
Y m

l ������� T
∆T

T
(n) = ∆(n) =

∑
l,m

aT
lmYlm(n) OG�GP

��� ���<���
�� ��	������ aT
lm ��
� ��� ��� ��� �������� ������

��$ �� 	�#�

� 
����� ���

��	�
�.��� ������.��� Y m
l ����-�
� � ������
 ����
�� T

Ylm(n) = (−1)mY ∗
l,−m(n) OG�KP

:
 ���

� �� ��	����� ��
*���� �� G�G �� �� ��� .�� � ��	������� ��� �
� .�
���� ������$ �

� ���
� �
 ������
� G�K T

aT∗
lm = (−1)maT

l,−m OG�CP

����� ������
 �	���.�� .�� � ��� �� aT
l0 ��� �������

����������� �� ��>
����� �	���� .�� � ���
�� ��� aT
lm 
� ����
�� �� �� m$ 	�� �
�.��	�
�

�� l� "
  ��
� T 〈
aT

lmaT∗
l′m′

〉
= CT

l δll′δmm′ OG�DP

"
 ���� ���� ������ ��� aT
lm �� � ���
 ����
�� R=?S T

aT
lm =

√
CT

l ζlm OG�FP

�U

• ζl0 ��� �
� ��� �� ������� ������ 
��	�� ��
���� �� ���
�� =�

• ζlm ��� �
� ��� �� ������� ��	����� ����� .�� &�OζlmP �� H	OζlmP ����
� ��� ��� ���

��	��� ��
����� �� ���
�� =LB�

�� ������� �� �����
�� CT
l ��� ����	� � ����� �� � ��
���� ĈT

l $ ��-
�� �� T

ĈT
l =

1
2l + 1

l∑
m=−l

|aT
lm|2 OG�=IP

ĈT ��� �
 ����	���� �� ������� �� �����
��� ��	��� ��
� �� ��� .�� \&�OζlmP\V\&�Oζl,−mP\
�� \H	OζlmP\V \H	Oζl,−mP\$ ������	���� Ĉl ��� ��
� � 	�#�

� �� OB�d=P ��� ��� ��������

=A=
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������

�� �� ���
�� Cl� (� ���
� �� ��� �������.��$ (2l + 1)ĈT
l /CT

l ���� ��
� �
� ��� �� χ2

� OB�d=P ������ �� �� ���� �� ����� .�� T 〈
ĈT

l

〉
= CT

l OG�==P〈
ĈT 2

l − CT 2

l

〉
=

2CT
l

2l + 1
OG�=BP

������	���� ĈT
l ��� ��
� 
�
  ���� �� � ���
�� ��� ���������

���� � CT

l � �� ������� ���
��
���� �� �� ����	����� ĈE �� ĈB� � ���
�� G�=B ��������
� � � 	�������� ��������

����� �� O���������� �� ���� ��	�����$ 	����� 
�
  ������ ���P .�� ���
 ���� � ��
�� ��� � 	�����
�� ������� �� �����
��� :��� ��� �������	�
� ������ ���
�� ���	�.���


���������� ��� ��������� @ �� *

������	���� ĈTE
l �� ���<���
� �� ���������
 �
��� ��� ��
����� � �� : ��� ��-
� �� �

���
 ����
�� T

ĈTE
l =

1
2l + 1

l∑
m=−l

aT
lmaE∗

lm OG�=?P

"
 ����-� .�� ĈTE
l ���  ��
 �
� ��
���� ������� !-
 ��������� ��� ���������� �� ��� ����	����$

���������
� � 
���� �������.�� ��� ���<���
�� aT �� aE R=?S T

aT
lm =

√
CT

l ζ1 OG�=AP

aE
lm =

√
CE

l ζ3 OG�=GP

=
CTE

l√
CT

l

ζ1 +

√
CE

l − (CTE
l )2

CT
l

ζ2 OG�=KP

"
  ���� ζi,lm V ζi ���� ������ ����������� ��� ��� ��� ζ1 �� ζ3$ �� ���.����
 G�=K$ ��
� ���
��� ��� �������� ������

�� ���������� ��� ���������� ��� ��� ��� ζi �
� ��� ��-
��� �
�
� ������
 �������
��� "
  �
������� ��� ��� ��� �
����
�
��� ζ1 �� ζ2 ���� ���������� �
���������
 �
��� aT �� aE� :
 ������
� �����������
 ��� aE,T

lm $ �
 ���� ������ � ������
 G�=? ����
� ���	� T

ĈTE
l = CTE

l

1
2l + 1

l∑
m=−l

x2
m +

√
CE

l CT
l − CTE2

l

1
2l + 1

l∑
m=−l

xmym OG�=CP

�U xi �� yi ��
� ��� ��� ��� �������� ������� ����
� �
� ��� 
��	��� ������	���� ĈTE
l ���+�

��
� ��		� �
� ��	 �
���
 �� ���� ��� ��� �������� �� 
� ���� �� �
� ��� �� ���  �����
��	���� E��� ���������
� �� � �������.�� �� ��� ����	���� ���� ���
�

-���� �� ����� �� ����� ������������

(� ���
� �� ��� ������	�
��$ � ��	������� 	������ �
� �� ����� ������ � � ��������
 u
��������
� � � ��		� �� ���
� �� ���� ��
����� �� �� �� � �5����� �� ��  ����� "
  ��
� T

d(u) =
∫

∆(u′)B(u,u′)dΩ′ + n OG�=DP

=AB
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�U d(u) ��� � ��	������� 	������ �
� � ��������
 u$ ∆(u′) ��� � ��	������� �� ���� �
�
� ��������
 u′$ B(u,u′) �������
�� �� �� � �
����	�
�� �� 
 ��  ����� "
 �� ���� �
� �� �� �U
�� �� � ��� � �#	����� �#��
���.��� "
  ���� T

B(u,u′) = B(|u − u′|) =
∑

l

BT lPl(cos(θ)) OG�=FP

��� cos(θ) = u.u′ �� BT l � e−l2σb/2 ���� �
 �� � ������
 �� ���
�� σ2
b �

�� �� � ��� ����� ��������� ��� ��������� �� BEl V BBl V BP l� :
 ��������
� � ������

G�=D �
� ������� ��	�
�.��$ �
 � ���
� T

dT
lm = aT

lmBT l + nlm OG�BIP

��  ���� ��
� �������  �
� �� ������
$ �
  T

< nin
∗
j >= δijσ

2
T OG�B=P

����� ������
 �� ������ �
� ������� ��	�
�.�� �� R=?S T

< nlmn∗
l′m′ >= δll′δmm′σ2

T θ2
p OG�BBP

�U θp ��������
� � � ����� ��� ������� � �����������
 ��� �5������ �� ����� .�� θp ��������
��
� � ������ � 	�%������ O���� @���� /�� )�P �� �� � θfwhm� "
 ���� �������	�
� σ2

T θ2
p V

ω−1
T $ �U ωT ��

� �
� 	����� �� � ��
�� ����� �
����
�
�� �� � ����� �� ������
��� ���<��
�� dT

lm$ ��
� � ��		� �� ��� ��� ������

�� �� 	�#�

� 
����$ ��
� ����	�
�
��� ��� ��� ������

��� ��  ���� �� �� ���
� �� ���� 
���
� �� ��������$ � ���
�� ��� dT

lm

��������
� ���� � T

< dT
lmdT∗

l′m′ >= δll′δmm′
(
CT

l B2
T l + ω−1

T

)
= DT

l δll′δmm′ OG�B?P

� ��
��������
 �� ����� ������
 �	 ��
���� � R=?S T

< dX′
lmdX∗

l′m′ >= δll′δmm′
(
CXX′

l BXlBX′l + ω−1
XX′

)
= DXX′

l δll′δmm′ OG�BAP

�U O,$,�P ∈ g�$:$'h� ��  ���� 
���
� �� ������� ���
� ���� � ������$ �
  ω−1
XX′ V δXX′ ω−1

X �
������	���� D̂XX′

l �� ������� �� �����
�� ��� ��
������ � ����� ��� ���<���
�� �� �������%
��	�
� �
 ��	�
�.��� ������.��� T

D̂XX′
l =

1
2l + 1

l∑
m=−l

dX∗
lm dX′

lm OG�BGP

"
 ���� 
���� .�� D̂XX′
l ������ ����	�
� ���
� ��� �� χ2� ��� ����	����� ĈXX′

l �� ������� ��
�����
�� �� ���
� �� �)' �� �������
� �� D̂XX′

l �� � ������
 G�BA T

ĈXX′
l = (D̂XX′

l − ω−1
XX′)B−1

Xl B
−1
X′l OG�BKP

����� ������
 �
��.�� ��		�
� � ��
�� �
 ������� 
������ Cl � ����� ���
� ���� T ������� �
������� � ��	���
�� ��  ����$ ���� �������� �� ���5�� �� �� �� "
 ����-� �����	�
� .�� ĈXX′

l

������� ��� ������
� G�== �� G�=B$ �� ���	� ��
� �
 ����	���� 
�
  �����
� ������
 G�BK ��

� ����	�
� �
� 	������ ���	���
� �� ��	���� �� ������� �������� ��

������ 	����� �� �
� �������
��� H� ��<� �
� ���#������� ���
� ���������� ��	���
� �� ���%
��-�� ��� ����������.��� �
����	�
����$ 
���� ��  ���� �� ����� �� �� �$ �� ���������
���

�	0
�� F ∈ HI�%�GJ� 
� ���
���� ����$�������� �< dX
lmdX∗

lm > 	�� DXX
l 
� DX

l ���

=A?
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�� ��� ������� @@3 ** �� ��

� ��
����
 �� �����	 �
�� �� ������ � ����� ��� ���������� �������.��� ��� ����	������
"
  �� .�� ������	���� ĈT

l ������ ���
� ��� �� χ2 � OB�d=P ������ �� �� ����� "
 ���� ����
������ �
� �� �� �U ��� 	�����X��� Cl ��
� �
����
�
�� T

L(ĈT |CT ) =
∏

l

1
2(2l+1)/2Γ((2l + 1)/2)

2l + 1
CT

l

(
(2l + 1)

ĈT
l

CT
l

)(2l+1)/2−1

e
− 1

2
(2l+1)

ĈT
l

CT
l OG�BCP

"
 � ���
� ���� R=S T

−2 lnL(ĈT |CT ) =
∑

l

(2l + 1)

(
ln

(
CT

l

ĈT
l

)
+

ĈT
l

CT
l

)
+ ���	�� �
� CT

l OG�BDP

������	���
 ��� ��	����� ���	�����.��� θ ���5����� �� 	��	�����
 �� � ��
����
 �� ���%
��	 �
�� �� ������ � ������� ������.�� CT

l (θ)� ����� ����.��� ����� ��� ���	�� �	���.�
�
CT

l (θ) *���
� �
 �X�� �5����� �
� � ��
����
 lnL�

� ����� �
 ��	��� ��  ���� �� �� ���5�� �� �� � ���5����� �
 ��
�����
� ������	���� DT
l �

"
  �� .�� �����%�� ������ ����	�
� ���
� ��� �� χ2 � OB�d=P ������ �� �� ����� � ���	� �� �
��
����
 �� �����	 �
�� ����� ��
� �
��
���� :
 ������
� ��� 
�����
� ����
���$

• ĈT
l V D̂T

l B−2
T l % ω−1

T B−2
T l

• Nl V ω−1
T B−2

T l

� ������
 G�BD �� ��
������ ���� � ���	� T

−2 lnL(ĈT |CT ) =
∑

l

(2l + 1)

(
ln

(
CT

l + Nl

ĈT
l + Nl

)
+

ĈT
l + Nl

CT
l + Nl

)
+ ��
��
�� OG�BFP

"
 � ���
� �
� ���������
 ��	����� ���� ��� ����	����� ��� �������� :: �� ''�
:
 ����.�� ����
�
�$ �� ���
� �����.��$ �
��
�� �  ��� �������$ ��
� � ��������
 ��

���
� �� �)' �
� ����� ������
 �� ����� � 2�
� ��������
�
� � ��
 �����.�� ��� ��
�
������ �� ��
�#��� ����
�
�$ ��� ��	�
�.��� ������.��� 
� ���	�
� ���� �
�  �� �������
��
��� �
 ���� ���
.��$ �� .�� �� ������ �� ��� ���������
� �
��� ��� 	�����X���� "�$ �
  �������
���� � ��
�� �����������
 G�BF .�� ��� 	�����X��� Cl ����
� �
����
�
��� (
� �� ��$ �
 �������
�
� ���� ������� �
 ������	
� � ��
����
 �� �����	 �
���

��� �������� �� �� 7������� �� '������������

"
 
� ��
������ ���� � ��
� �� ����� ���������
 .�� �� ������� �� �����
�� 
������ CT �
��� ���������� �������.��� ��� ����	����� ĈTT $ ĈEE �� ĈBB ��
� ��	������$ ��� ����������
�������� � ������� �� ��
� ��
���� ��� �� ����� ���������

!�� ��
��� ������ �� l$ ������	���� D̂T $ ��		� ��		� �� ��� ��� ��������$ �� ��	�����
��		� �
� ��� �� ������

�� � ��
����
 �� �����	 �
�� ���� ��
� �������� ��		� T

LGauss(ĈT |CT ) =
1√|Σ|exp

(
−1

2

∑
ll′

(
CT

l − ĈT
l

)
Σ−1

ll′

(
CT

l′ − ĈT
l′
))

OG�?IP

=AA
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�� ���	� Σ �����
� � 	����� �� �����
��� ����� ���
���� �
���� ��� �
���	���
� ��������
�  ����$ �� ���������
� �
������ �� ��� �������� ��� �� ���� ��� :��� ����
� �� ������� ��
�����
�� ������.�� CT � ������	���
 �� � ��
����
 �� �����	 �
�� �	���.�� ��
� �� ����� ��
�����	�

� |Σ|� 1��� ������ ������ � �5������ �� �����$ 6���� �� ��� RBGS ���
.��
� �����������

G�?I T

−2 lnLGauss(ĈT |CT ) =
∑
ll′

(
CT

l − ĈT
l

)
Σ−1
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l �� ��� ������
� G�BG �� G�BK�

1��� ����
� �� ��� ��������
�$ �
 ����	� ��	������� �� ������� �
 �5����
� �
 	��	�	
�� �����	 �
��� "
 ��� ��
� 	�
� � 	�
�	���� −2 lnL T

−2 lnLGauss(ĈT |CT = ACT
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l .:���� & �;J<<1 & ����	� � �� �������

�� ��	������ Cl ����� �"�� ns;�� -��� ������� �� ��� ����	���	���' �� ������	�� � 	��	�� ����$
���� �� ������� �� ��	������ �� �� ���	
�� ns ��� ��,	��� �� "��	���������� 5� � ����� ���
�	���	���	��� �� � 	��	�� �������� .�� ��� �	����� �"�� �� ����� ����	��1 �������� �"�� M
$ & �����' � �����,	���	�� ����	���� .��������1'
$ & ���	��' � �����,	���	�� ����	���� .�����
��1�
5� "��	�� �	�� ��� �	 � ���	���	�� �� � ����	���� ��� �	�	���' ����� � ���	���	�� ��� ������ ����$
�
���� .	�	 ns1 ��� �������� �	�	����

E��� 
���
� �
 ��� ��������� ��  ��� .�� ��� ��	������� ��� 4�������
�� �� ��	����
��������
� � ������ �� 
��	������
 �� ������� �� �����
�� 
������� � 	��	�����
 �� �
��
����
 �� �����	 �
�� 
� 
�������� ��
� �� �����������
 ���
 ���� �� '���2	

$ ���
4��
��
�� ��	������� ! ��
� �������� "
 ��� ���� ���#������� .�� �� �� ������ �� 
��	������
 
����
��  ����$ ���� ���
 ���� ��	���� 
����  ����� "
  ����-� ����� ����������
 �
 ��������
�
�
  ��� ��� ������	���
 �� ���
���� ������� ns� ����� ���� ����
�
�$ �
 ���� �������� �
 ����
�� '���2	

 ���� �����	�
�� �� ������� �� �����
�� ���� ��.�� ����� �� ���
���� ��������
� ��������� ��  ��� �
� �� �� ��	
�� ���� �
 ��	�� �� �����  ������ ���� ��
�� "

����-� ���� ����	�
�$ ���� -���� G�?$ .�� � ��
����
 �� �����	 �
�� 
��
������� �� ��  ���
�������	�
� � ���
���� ��������


���������

E��� �������
� ���
� ������	���
 
�
  ����� �� � ��
����
 �� �����	 �
��� "
 �����
���� �
� �� �� �U ��� 	�����X��� 
� ��
� �� ��������� � ����� �
 ��	��� �� ���������
� ����
���5������ �
 ������
� � ���	� ������

� G�?G �� � ��
����
 �� �����	 �
��� ���������

�� � ��
����
 �� �����	 �
�� ��	
�� ���� �� ����� �� �����	�

� |Σ|� �� ����� ���5�����
�#��.��	�
� �
 l3 �������
�$ l ��
� � ����� �� � 	����� Σ�

(
� �� ���� �� 
���� ����� 
��� 
���
� �� ���� �
 ��	��� ��� ���������
� �
��� 	�����X����
E���� � *����� ���
���� ��� �
 �5�� ��� ��
�� �
� �
 ���� �������$ 	�� �� ���� ��	��� ����� ��$
��� ��
���
��� ��� ��� ��	����� ���	�����.��� ���
���� ���� 1�
�8 ��� �� �#�� �������� .��
��� ������� ���� �5������ ����� 
�#���

=AD



J��� ������	���	�� ��� �����
���� �������	����

� ��	���-����
 	*���� .�� 
��� ��
� ���� �
� 
���� 
�#�� ��
���
� � ����� �
 ��	���
�� ������� �  � l� :
 �5��$ ����� �  � l .�� � �������.�� ��� ����	����� ��� � 	��
� ������

��
��������	���
 �� � ��
����
 �� �����	 �
�� 
���� �� �� .��� �����
�� �� 	��	�	� �
���
 �� ���
��� �
 ��	��� ��������	�
� ��� ���	���� 	�����X��� ��� ������� �� ����� �� ���
RB?S� � 	������ ��
����� � �������� ���� ��� 	�����X��� � ��
����
 �� �����	 �
�� ������� �
�
� ���� ��
� � ���������
 ��� �������� ����� ���� ��� �
� �� �� ��<�		�
� ������ ����
.�� ���������
 
�	���.�� �� � ��
����
 G�A ���� ����� �� �����	�
�� :
 �����$ ����� 	������
���	�� ���
������ ��� �5��� ���
�%��
� �
� ��
�#���

� ����� �
 ��	��� �� ���
4��
�� ��� �
�%��
� ��������
� � �
 ����� �� ������������
 .��
������ ��
�#�� �����	�
��� ��������
�
� � ����� ������ ���� :��� 
� ��
� �� ��� �
������
(� �� ���$ �� ��	�����	�
� ���  � 	�����X��� 
� �����
�� �� �� ���������� �������������
��
�#�� �5������ �������		�
� 	�
��� �
 �5�� .�� � 
�
 �����
��� ��� ���	���� 	�����X���

��
���� �� ��  ��� �
� 
���� ������

$���" 2������ �� ���(���

E��� ��
� �� .�� � ��	�����
 �
��� �� ������� �� �����
�� ��������
�
� � �
 	�����
��

� ��� �
 ������� ������	�
�� ���5����� �� � ��
����
 �� �����	 �
��� H� ��� ����
�
�
����� �� ������	�� ��� ��
���
��� ��� ��� ��	����� ���	�����.��� .�� ���
 ���� ���
��� ���
�
�������
��� ����� ����	���
 ������ ��� �����������
 �� � 	����� �� ������� ����� ���
���� ���	��
�� �����	�
�� � ���� ������ ����� ���  ���� ��������� .�� ���� ����
��� �
� �������
���

� 	����� �� ������ ��� ��-
�� � ����� �� � ��
����
 �� �����	 �
�� L T

Fij = − <
∂2 lnL(C|θ)

∂θi∂θj
> OG�?CP

���
������ �� ��	��%&� �
��.�� .�� � ���
�� ������� � ��	���� θi 
� ���� �� ����
�
�������� � F−1

ij � (
� �� �� �U � ��
����
 �� �����	 �
�� ��� ������

�$ � 	����� ��
������ ��������
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∫
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���
 �� � ����� �� � ��
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 ���
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�
��
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���� ��� )�)� ��
����� � ��
������� �
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2 ; <'<<J .���	� ����	��1 .Σmν ; <�4@� �=1 �� Ωνh

2
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��� ���	�����.��� ������ ��� Ωm �� σ8 RBKS�

H� ������ ����	�
� �
� ���� ����� ����� ��� ��
�� ��� �
���	���
� ��� � 	��� ��� 
�����
���
:
 �5��$ ��� ��
��� ���������� �
��������
� ��� �� �)' �� ���5�� �� ��
����� ��������

�����
������� ��� �5��� �� ��
����� ��������

���� ������� � �)' ���	�� ���� �� ��
��� � ������ �%
���
 �� 	����� 
�����

$���� 2���������� �!''����������� ���!�� �� �
�1�� �� ��������

���5�� �� ��
����� ��������

���� ��� �� �)' ��������
� � � 	���-����
 �� � ��*������� ��
�#�

�	�
� ���� �� � ������ �� ���
���� ��5����
 �� ��� ��
��� ����������� �� �#�

�	�
�
�� �)' ��� ��������� � ����� ��� ��	����� �� ����8�� H$ > �� Z� � �������
 ������� �
���5�� �� ��
����� ��������

���� �� ��������� ���	����	�
� �� � ���
 ����
�� T

X(n) = X̃(n + d(n)) OG�ADP

�U , �������
�� H$ > �� Z� ��� .�
����� 
�
 ��
������� ��
� ���	�
���� ���
 ������ �� �������
n �
��.�� � ��������
 ��� �������
� ��
��� �� �������
 d(n) ��� ��� � � ���*�����
 φ(n) ��
����
���� ��������

�� Ψ(Dn,D) �� ��
� �� � ���
� �� ����� T

d = ∇φ OG�AFP

φ(n) = −2
∫

dD
Ds − D

DDs
Ψ(Dn,D) OG�GIP

�U ( OV η0 − ηP ��� � ����
�� ��	� ��� �� ��
� �� � ���
� �� �����$ �� Ds ��������
� � �
����
�� ��	� ��� �� � ������ �� ���
���� ��5����
�

� ��4�����
 ��� � ���5�� �� ��
����� ��� ��	�� �� � �
 ��������� �� ��5����
� ���5�� ��
��
����� ��������

���� ��
� ��
� � �5��� ��� 	����� �� �)'� ��� �� ������ �� �
 ������ ���
����������.��� �� ������� �� �����
�� 
������� � ����� �� � �������
 ��
��� �� ��
���
�� ��4�����
 ��� �� ������� �� .���.��� 	�
���� ����� ��� ���
�-� .�� �� ������� �� �����
��

������ 
���� �� ����� �� ��
��� �������� 
�������� ��� 	���-����
� 
� ��
���
�
� .�� ���
������� �������� 
������� ��������
�
� �#��.��	�
� � l^=III� (����� ���$ ���5�� �� ��
�����

=K=
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���� G�D W ��� ����� �������� � 	�D����� �� �� "����� �� �� ����� ������ �� �����	��� ��� ��
������� �� ��	������ �����	�� Cdd �� � ���� �� ��D���	�� � �����	� & � �>�� �� ����	��� ��"	��$
�	�������� %� ���� �� ����� ������ ��� �������� �� ��	������ �.�U�1Cdd ������������� & ���
����	�� � ����	� Ωνh

2 ; <'<<J �� Ωνh
2 ; <'<<)J� ��� "������ ������������� �������	"����� &

<'�J@ �= �� <'<@AJ �= ��� �����	���� %� ���� �� ���	�� ������� �� �	>������ �����	"� ����� ���
���, �������� �"�� ��� "������ �� � ������ .��� �����1 �����	��� & ��� ��"	��	�� �������� .±1σ1
�������� ���� -����C�

	���-� ��� ����� �� ���������
 �� �)'� ��� �� ������ �
 ���������� �� ��� ��
������
� ��
	���� �� ���������
 : �
 	���� '�

��� 	���-����
� �
������ �� ���5�� �� ��
����� ��������

���� ����
��
� �� � ������ ����

�� � 	����� � ��
�� �������� :
 �� ��
� ���5�� �� ��
����� �
���� ��� �
���	���
� ���	�����.����
���5�� �� ��
����� 	��
�� ��� 	���� ��� �
� ������ ��  
�� ���� � ������� �� �����
�� ���

���� �� ��4�����
 T

Cdd
l = l(l + 1)Cφφ

l OG�G=P

< φlmφ∗
l′m′ > = δll′δmm′Cφφ

l OG�GBP

��� ����� �� '���2	

 �� ���� �)'��� �� �!)' ��
� �� ��� �� ������� ��� �������� ��
�����
�� ������ �� �5�� �� ��
�����$ �
�� .�� �� ������� Cdd ��� 
���� �� ��4�����
�

@� /� �� �� "8	��� RB=S R=BS �
� 	�
��� .���� ��� ����� �� �� ��
������� ��� ����	�����
�� ��	� �� ��4�����
 ��		� � ��		� �� �������� ��� 	�����X��� ��� � ���� ��� O�$:$'P ��
�)' O���� �
 

����P� � ��
����
 �� ���������
 �� ��� ����	����� .�����.��� ������� ����
���� � ���	� T

< da
lmdb∗

l′m′ >= δll′δmm′(Cdd
l + Nab

l ) OG�G?P

�U  ��  �����
�
� �
� ��� ����� O��$�:$�'$::$:'$''P� �� ���	� Nab �������
�� ��  ����
������ �� ����	������ H� ��� ����� �� �� ���	�� �
� ��	 �
���
 ������	����� .�� 	�
�	��� ��
���	� ��  ����� ����� ��	 �
���
 ������	����� ��� ������ ����	���� �� ���
�� 	�
�	�	�
��� ���	���� ���	���
� �� ����� �� � ���
�� Nmv

l ��  ���� ������ � ��� ����	���� ��
�

=KB
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1�	����� ��
���
��� ��� ���������
 �� ���5�� �� ��
�����
	�#�

� �
������� �� ��
-
�� ��������
 O �
 QP

Ωbh
2 I$IBA I$IB?DA % I�IBA=G I$KB

Ωdmh2 I�=BGB I$=BBG % I$=BD= B$B
Θ =$IGG =$IGG % =$IGG I$IBC
fν I$IA=CC I$I?ADD % I$IADI? ?A
τ I$=I? I$=IIF % I$=IAF A$?
ns I$FFFD I$FFK= % =$IIA I$?C

���R1010AsS ?$IFC ?$IDF % ?$=IK I$BC
AtLAs I$IFKB I$IAAD= % I$=ACC G=

H0 KF$C KC$CD % C=$KK B$D
ΩΛ I�KFBB I$KKF= % I$C=AC ?$B

Age/GY r =?$A? =?$?? % =?$G? I$CB
Ωm I�?ICD I$BDGA % I$??IF C$=
σ8 I$CKI I$CBAK % I$CFG? A$A∑

mν(eV ) I$G=F I$?BD? % I$C==A ?C

���� G�G W ����� ����� ����� ��� ������	���� �������� �"�� -����C ��� ��� �����
���� �������$
	���� & ����	� �� ������� �	������ �� �� ������� �� ������ � 	�������	�� �����	�� & � �>�� ��
����	��� ."	� �� ������� �� ��	������ �� � ���� �� ��D���	��1�

��

��� �
 

���� :
 �������
� ��� ������ �� ������� �
� ���  
���  �� ������ ∆l$ ��

���� ��  ���� ∆Cl ��  
�� ��� ��

� �� T

∆Cl �
√

2
(2l + 1)∆lfsky

(
Cdd

b + Nmv
b

)
OG�GAP

� -���� G�D 	�
��� ��� �������� Cdd ��������
�
� � ���� 	���� �� 
�����
�� ��5���
���� :���
��	��� ������ �
��� ��� ���� �������� ������� � ��� ������ �� 	��� ��� ���  ���� �������� �
=σ ���
��� ���� 1�
�8 ��� � 	����� �� �� ������� �� ��4�����
�

E��� ��
� ������ ��� ��

��� ��	����� �������� � ������� �� �����
�� �� ��
��� �� ��%
4�����
� E��� ��
� ���� �� �
� ������ ������

� ���� ��.��  
��$ �� 
���� ��  ���� ��
�
��

� �� � ������
 G�GA� :
 ���$ ��� 
�
 �����
���� �
������ �� ���5�� �� ��
����� ��
� ���%
����� ��� ����	�
��� �������� ∆Cl �� � ��
��� ����
 �� ���������� O����� � ���� �� � �����

�
 ������

� �� � ��
����
 �� ���������
 � .���� ���
��P R=IS� ����
�
�$ �� ����� �� �
��
��� ����
 �� ���������� 	�
��� .�� ��
 �
4��
�� ��� 
������ �� *��.��� l � BIII R==S�

1��� ������� ���5�� �� ���
���	���
 ������� �� � ����� �
 ��	��� �� ���5�� �� ��
�����$

��� ��
� �
������� �
� � ��	�����
 �� ������� �� �����
�� �� ��
��� �� ��4�����
� �
��	�����
 �
��� ��

��� ��	����� �� ������� ������.�� ���5����� �
 ������
� �
� ��
����
 ��
�����	 �
�� L �� � ���	� T

−2 logL =
∑

b

(Cdd
b − Cdd th

b )2

(∆Cb)2
OG�GGP

�����������
 ���
 χ2 �� *����-� �� ��� .�� � ���
�� (∆Cb)2 ��� ��	�
�� �� �� ���	� ��  ����
Nmv

b � ���� �� � ���� �� ��
��������
 ��� ��+
�� �� )�8��$ 
��� ��
� *���� �� ���	� �����%
��
� �
� �����������
 �� � ��
����
 �� �����	 �
��$ �
� 	���-�� �����������
 ��� ��
����
�
�� �����	 �
�� �������� �� �������� ��$ �: �� ::�

=K?
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���� G�F W %�� ����� �������� ��� ������	���� �������� �"�� ��� ������� �	������ �� -����C
�"�� �>�� �� ����	��� ��"	���	��������

��� �������� � ��
�� �� )�)� ��
� ��

�� � �� G�G �� -���� G�F� �� ���
���� �5�� ������
�� � 	����� �� ������� �� ��4�����
 ��� ��	������� ���
 ������ ���� ��� ��
���
��� ��� fν $
H0 �� σ8 �� ������ � � ��	�����
 �5������ �
� �5�� �� ��
������ ��� ���
�-� .�� 1�
�8 ���
�� ��$ �
 �������
� ���5�� �� ��
����� ��������

����$ �� 	����� �
 �����
�� � �����
�� ��

�����
��$ ���� �� 	����� ���	�����.�� �����������

H� ��� ��<���� � ����� �� ����� ����� ��	�����
 �� ��

�� �������	�
� �� 
���� �� ��
�� �����
�� 1�
�8 ���%�%��� �� � 	��� ��� 
�����
��� :
 ���

� ��		� �
������� �� ��
�� ����� �
�������
 ��
��� O=σP$ �
 � ���
� ���� �
 ����� �� I$=F �6 ���� ���
��	 �� �� 
�����
��� ���
���
�-� .�� �� � 	��� ����� ��� 
�����
�� ��� �
�������� � I$=F �6$ 1�
�8 
� ����� ���� ��

��
.���
� ��	��� ���������� ���

∑
mν � ����� ��
�� ����� 
���� .�� �� I$AB �6 �
� �����������
 ��

���5�� �� ��
����� ��������

�����
� ��	��� .�� 
��� ��
� � ��
�� ��� ������ �� � ����� �� I$=G �6 �����	�
�� �� ;���
���

=KA



J�9� -�������	"�� �� �� �	��	�� -����C

�� ��� R=AS .�� ��
������
� �� �� ���
 
�����
� 	���� �� �� ���� 
�����
�� 
�
 	������ �����
���
���� ��	�.�� 
��� 	�
� � 
��� ��	
��� �
� .����� 	����� 1�
�8 ��� ��
�� �� � �
��������� �� 	��� ��� 
�����
���

$���" ������(��� �� �����

(
� .����� 	����� ���%�� ����� �� � ����� ��� ��

��� �)' �� ��
���
��� � ���������
�� 	��� ��� 
�����
�� Y 6�#�
� ��		�
� 
��� �����
� ��

�� �
 ���	�
� �� ����
�� ��� ���
������ 
�	���.��� �������	�
� �����
� ����

E��� �
������
� �� �� �U � ��������� �� 	��� ��� ����� ���� 
�
 ����
����$ ��� B 
�����%

�� 
�
 	����� �� = 
�����
� 	����� E��� ���
�$ � ����� �� *�� �� ��

��� ��	����� �������
�$
�����	�
�� ��� ��	����� ���	�����.��� ��� ��
�#�� )�)�� "
 ��	��� ��
� ��� ��

���
��	�����$ �������� ��� �
 ������� �� 	��� ����
���$ ��� ��� 	������ ��������
�
� � B 
��%
���
�� 
�
 	����� �� = 
�����
� 	�����

��� �������� ����� �� ����� 
�#�� ��
� ��

�� -���� G�=I �� � �� G�?�A� "
 � ����� .��
��� ��
���
��� � ��
��� ��
� ��5���
��� �� ������ ��������
�
� � ������	���
 ��� ��� 	����
�� 
�����
�� ����
������ :
 ����������$ ���� �����
� ��	�����$ � ����� � ��
�� ���� �����
�� ������� ���
� �������
 ��
���� ����� �� ���	��� �� �� ��� ��	����� ns �� H0� "
 
���
����	�
� .�� � ���	� ��� ��
����� ������� �� �
�������� �� ��
-
�� � KDQ �� � FGQ ��
�
	���-�� �� ���
 �	����
�� �� ������ �� �������� � ��
�� ��� � ��������� ����
�����

"
 
��� ������ ��� .�� � .����� �� ��*����	�
� �5����� ��� �� ��	�
� ��
�� �� � � ���%
������� �� χ2 �5�����$ ��-
� ��		� χ2 = −2 lnL$ ��� ���� ����� ���� �� 	������� -� � ��
� ���
��� 	������ ��� ������� 
�
 ����
���� � ��5���
�� �
��� ��� ������ �� χ2$ ������ � 	��	�	
�� �����	 �
�� ���� ����
 ��� 	������$ ��� ∆χ2 V ?$K� !�
��$ �������� ��� 	������ ��� �
�
��������� �� 	��� ��5���
�� �� ����� ��� ��

���  ��	�
�� � ����� �� χ2 O�� 	������� -�P

1�	����� ��
���
��� ��� ��������� �� 	��� ��5���
��
	�#�

� �
������� �� ��
-
�� OKDQP �
������� �� ��
-
�� O FG QP �
����

Ωbh
2 I$IB?FC I$IB?DB % I�IBA== I$IB?KD % I�IBABC I$IBA

Ωdmh2 I�=B?? I$=B=A % I$=BGI I$==FB % I$=BD? I$=B
Θ =$IGG =$IGG % =$IGG =$IGG % =$IGG =$IGG
fν I$I?ICK I$IBKBK % I$I??BA I$I=A=D % I$IGAFD I$IA
τ I$=I=K I$IFFAA % I$=I?K I$IFAGC % I$=IF? I$=I
ns I$FFG= I$FF=B % I$FFFI I$FDKI % =�II? =$I

���R1010AsS ?$IFB ?$IDA % ?$=I= ?$ICC % ?$=IF ?$IF=
AtLAs I$IDKFC I$I?DFI % I$=?AF I$I=GAD%I$=DDK I$=

H0 C=$=A CI$IF % CB$?B KC$FK % C?$CK CI
ΩΛ I�CIDK I$KFCI % I$CB=F I$KCIF % I$C?KA I$KFGF

Age(GY r) =?$?K =?$?I % =?$A= =?$BA % =?$G= =?$A=
Ωm I�BF=A I$BCD= % I$?I?I I$BK?K % I$?BF= I$?IA=
σ8 I$CCF? I$CKB? % I$DIB= I$CAF % I$DBD? I$CK=F

���� G�K W ����� ����� ����� ��� ������	���� �������� �"�� -����C ��� ��� �����
���� �����$
��	���� & ����	� �� ������� �	������� %�� ������� ��� ��� �	������ & ����	� � �� ���
�� �"��
������ �� �����	��� ���������� %� ������	���	�� ��� �����
���� � ��� �>������ �"�� ��� ���
���
& �� �����	�� ����	� �� ���, �����	��� ��� ����	���

=KG
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τ

n s

0.02 0.06 0.1
0.98

0.985

0.99

0.995

1

1.005

nufrac

n s

0 0.02 0.04 0.06
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0.99

0.995

1

1.005

τ

Ω
m

0.02 0.06 0.1
0.25
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Ω
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0.35

n
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Ω
m

0.98 0.99 1
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σ
8
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0.7
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0.85

n
s

σ
8
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0.7
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Ω
m

σ
8

0.25 0.3 0.35
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0.8
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H
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70

72
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n
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H
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Ω
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H
0
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8

H
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���� G�=I W %�� ����� �������� ��� ������	���� �������� �"�� ��� ������� �	������ �� -����C
�"�� �>�� �� ����	��� ��"	���	�������� %� ������� �	������ ������������� & �� ���
�� �"�� ���
�	������	� �� ����� �� �����	��� ��������� % �:�������� ��� �>����� �� ��	�	���� ��� ���
���
�"�� �� �����	�� ����	� �� ���, �����	��� ��� ����	���

�� ?$K �
����� ����� ��5���
�� ∆χ2 ��������
� � �
 �5�� �������� ��$ 	�� �
������� � B σ� :
 ��
��
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4��
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�� �� � ��������� �� 	��� ��� �
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 � ����� .�� � .����� �� ��*����	�
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��� �
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�
 ����
��� 
���� .�� ���� �� ��	�
� ������� �� ������ � �
 *����	�
�
�5����� ��� � ` �

�a ��������� O����� � ���� ����� ��� ��

��� ��	�����$ ��� ? �	����� ��

�����
�� �� I$=G �6 ����
�P� E�
	��
�$ �
 
��� .�� � ���	� �� � �������
 ��� ��
�����
������� �� �
�������� �� ��
-
�� ���� ��
�� ��	�
� ����
� � ���������� (� �� ���
� �� ���$

=KK
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���� �� �
���� ������ �� �
� ��� ����� 	�� �
� ����������
 �� � ��		�
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'
% ����������

E��� ��
� ������� ��� ��

��� �)' ��	����� �
 ������
� ��� ����������.��� �� � 	�����

1�
�8� E��� ��
� �
����� ��������� ��� ������	���
� 
�
  ������ ��� ��
����
� �� �����	%
 �
��$ .�� ��
� ��� ������ .�� ���	����
� �� ��	���� ��� ��

��� ������	�
���� �� 	������
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� ��� �����		�� �����
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 �� � ��		�
���$ 
��� ��
� �� ��
� ����� �� ��� ��

��� ��� ��
���
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���
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�� �� ����
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�� ����� �� ���������
�� � � 	��� ��� 
�����
��� 1�
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���� � ����� ����� �� ��	����� �� ������� �� 	��� ��� 
�����
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R=S �� &� '�
�$ !� /� �5� 
� �� ;
��$ 1�#�� &��� ( GC O=FFDP$ B==C�

RBS �� '����$ ����� �� (������$ BIIA

R?S E� �������
��
$ &� )�#��$ 1�#��&��� (KA OBII=P IBBII=

RAS E� �������
��
$ &� )�#��$ �� ;
��$ '� ���#$ ����� Z�
�� 9��� =D OBII=P BKCC

RGS )� (��
$ �)':!�3 T 
 " *��� "���
��� ���� ��� ��� ���	�� )����N�� '�8����
�$
����%��LI?IB=?D

RKS ���� TLLNNN��	 ��#����L

RCS )� (������$ ����� �� (������$ BIIB

RDS (� �� :���
����
$ @� /� 
� )� ���	�8$ !����� �� G=D B O=FFFP

RFS 9� /�
��N �� ��� $ !����� �� OBII?P

R=IS @� /�$ 1�#�� &��� (� KB IA?IIC OBIIIP

R==S @� /�$ 1�#�� &��� (� KA ID?IIG OBII=P

R=BS @� /�$ �� "8	���$ !����� �� GCA GKK OBIIBP

R=?S )� ;	��
8�N�8�$ !� ;���N�8# 
� !� ���  �
�$ 1�#��&��� (GG O=FFCP C?KD%C?DD

R=AS )� ;���
���$ �� ;
�� 
� 3�%�� ��
�$ 1�#��&�������� F= OBII?P

R=GS &�:� ;��$ '�1 ����
$ !� 9��	
 
� &�) E��$ ����
� �� ��� !	����
 ���������
!��������
$ =FFD$ 6��� GB$ E� B$ F?%=II�

R=KS :� ;�	���$ >� ���*8$ )�
� E��� &� !����
� ���� III$ =%=K OBIIBP

R=CS !� ;���N�8#$ )� )������*���� 
� &� ��	�
�2$ 1�#��&��� (KK OBIIBP IK?IIC

R=DS !� ��N��$ �� '�����$ 1�#�� &��� (KK OBIIBP =I?G==

R=FS !� ��N��$ !� �����
�� 
� ! ���
 #$ !����� �� G?D OBIIIP AC?%ACK

RBIS ���� TLL���	���������
��L���	�	�L

RB=S �� "8	���$ @� /�$ 1�#�� &��� ( KC ID?IIB OBII?P

RBBS !�:� &����#$ ��)� ��N��$ '#���
 ��������� A O��)� '��
��� �� ��� $ �������P$ "�����
>
�������# 1����$ CK?%CC

RB?S !� �����$ >� ���*8 
� !� )8���$ 1�#�� &��� ( O��  � �� ������P$ ����%��LIAI?IC?

RBAS (� ������� �� ��� $ !����� �� OBII?P

RBGS �� 6���� �� ��� $ !����� �� OBII?P

RBKS �� @�����$ &� '��#� 
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 �����
�� ���
4��
�� �� 
�����
�� ��
� � 	��� ��� ���������� � I$IKG �6 O= 
�����
�P�

(
� �
 ������	� ��	��$ �
  ������ ���	��� �� ������� �� 	��� ��� 
�����
�� ��� � �����%
	�
���
 ��� ��	����� ���	�����.���� "
 	�
��� �
 ���������� .�� ��� ��
���
��� � ��
���
��� ��� 	������ ��� �
 ���� 
�����
� 	���� O�� ���� 
�
 	�����P � ����� ���
� ��	�����

��������
�
� � �
 ������� ����
��� ��
� �������� ��� ������ ��5���
��� �� ������ � ��
��� ���
�����������
 �� 	������ ��� 	���� �� 
�����
�� ����
������ (� �� ���
� �� ���$ 1�
�8 ���
��
�� �� � � ��������� �� 	��� ��� 
�����
���

�� ���
��� ���
� �
��.�� .�� ��
�#�� ��� ��

��� �� 1�
�8 
��������� �� ������� ��%
	����� � ��������� �� 	��� ��� 
�����
�� �
� ��� ����� �� '���2	

� ����� ��
����

����

���� ����
�
� �� �
���� �����
� �� �
� ��� ������
� �� ��.��� ��� �����		�� �������� �� �
��		�
����

=CB



����� 

����������� ��� ��� ���������	���
�������	 ���

-��������� �� ζ

"
 ���� 	�
���� .�� � .�
���� ζ ��������
�
� �

ζ =
δa

a
+ Φ O!�=P

���� �������� ��		� T

ζ = Φ +
2
3
H−1Φ′ + Φ

1 + ω
O!�BP

"
 ���� ���� ��� �������� � ��
�����
 �� �����	�
� ��
� =�CA ���� �
� ���� ���	� T

ε = 4πG
φ′

H2
O!�?P

"
 ���� ���� ������� δa
a ���� � ���	� T

δa

a
=

H
φ′ δφ = 4πGφ′ δφ

εH O!�AP

(����� ���$ � �#
	�.�� �� δφ ��� ��

�� �� ��� �.����
� ��:�
����
 ������ ���� "
 � ���
�
� ����� �� ��� ���
����� R=ISO�� ������� =P T

Φ′ + HΦ = 4πGφ′δφ O!�GP

:
 ��	���
� �����������
 �� δφ �
� !�A$ �
 ����� � T

ζ = Φ +
Φ′ + HΦ

εH O!�KP

:
 ������
� =�KC$ =�KD �� =�CA$ �
 	�
��� .�� T

p

ρ
= −1 +

2
3
ε = ω O!�CP

(��U -
��	�
�$

ζ = Φ +
2
3
H−1Φ′ + Φ

1 + ω
O!�DP

=C?
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� ��� ��� �.����
� �� � �#
	�.�� ��� ������ ���
�� :��� ��� ���

�
� �
 ��
����
�
��� �.����
� ��:�
����
 ������ ���� "
 � ���
�$ ���� � ����� 
�
 ������ ��$ ��
����� ���
�.����
� =�G �� =�K �
 ������
� �� ��	�� ��
���	� η O���� �
 ����� ���P T(

a′

a

)2

=
8π
3

Ga2ρ̄ O!�FP

2
a′′

a
−

(
a′

a

)2

= −8πGa2p̄ O!�=IP

�U � ��������
 �� ������ � ��	�� ��
���	� η ��� 
���� da
dη = a′�

1��� � ����� ������ ��$ �
 $ �
 �� ���
� �
� ������� �� ������� ��	� ��� RB=S T

k2Φ + 3
a′

a

(
Φ′ − a′

a
Ψ
)

= 4πGa2δρ O!�==P

k2

(
−Φ′ +

a′

a
Ψ
)

= 4πGa2 (ρ̄ + p̄) θ O!�=BP

Φ′′ +
a′

a

(
2Φ′ − Ψ′)−

(
2
a′′

a
−

(
a′

a

)2
)

Ψ +
k2

3
(Φ + Ψ) = −4πGa2δp O!�=?P

−k2 (Φ + Ψ) = 12πGa2 (ρ̄ + p̄) σ O!�=AP

=CA
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"
 
��� 9 �� ������ �����
���.�� 9 �� � �� ������ ��� � � 
������ � 	����� RLG ���	��
�� ����� ���
 ������ � ������ T

RLG =


 − sin δp cos αp sin αp cos δp cos αp

− sin δp sin αp − cos αp cos δp sin αp

cos δp 0 sin δp


 O'�=P

� ��
����	���
 �
� �� ��
� 9 → � ���5����� � ����� �� � 	����� RGL V RT
LG�

�� ������� u �����
� � ��������
 ���
 � *�� �� � ��c�� �������� :
 �����	
� ��� ������

���
�� u �
� �� ������ �����
���.�� �� �
� �� ������ ��� � � 
�����$ ���� �
 ������
� � 	����� ��
��
����	���
 '�=$ �
 � ���
� T


sin θ cos ϕ = − cos δ cos α sin δp cos αp − cos δ sinα sin δp sinαp + sin δ cos δp

sin θ sinϕ = cos δ cos α sin αp − cos δ sin α cos αp

cos θ = cos δ cos α cos δp cos αp + cos δ sin α cos δp sin αp + sin δ sin δp

O'�BP

! ����� ��� ������
� '�B$ �
 ���� �� ��� ���5�� ���
� 	���-����
 �� � ��������
 �� ����
�� ������
 ∆δp$ ∆αp ��� ��� ������

��� θ �� ϕ ���
� ������ �
� �� ������ ��� � � 
������ "

� ���
� � ���	��� �����$ ���� �
 ����� ��� ����� �� T{

∆θ = sin ϕ cos δp ∆αp − cos ϕ ∆δp

∆ϕ = (− sin δp + cot θ cos δp cos ϕ) ∆αp + cot θ sinϕ ∆δp
O'�?P

���� ���� ���	� 	��������� T [
∆θ
∆ϕ

]
=

[
c11 c12

c21 c22

] [
∆αp

∆δp

]
O'�AP

��� [
c11 c12

c21 c22

]
=

[
sin ϕ cos αp − cos ϕ

− sin δp + cot θ cos δp cos ϕ cot θ sin ϕ

]
O'�GP

��� ������
� ���	����
� �� ���� �� ���
 �
��� � ��
���� 	������ �� �� ��
���� �������� OθP ��
��� ��� ��� ������
� �� ���
���� :���� ��
� ��������� ���� �5������ ��*����	�
� �� � ��*�������
�� � 
������

=CG
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"
 ������� � ����	�� � 	����� �� �����
�� ��� ����	����� ĈXX′
l �� ������� �� �����
��


������ T

COV (ĈA
l ĈA′

l ) =
〈(

ĈA
l − CA′

l

)(
ĈA′

l − CA
l

)〉
=

(〈
D̂A

l D̂A′
l

〉
− DA

l DA′
l

)
B−2

A l O��=P

��� ! V ,,�� "
 ���� ��
����� .�� ����� ���
���� �� �����	�
� � ����� ��� ���������� ��� ����%
	����� DXX′

l � "
  ����� ���� O���� � ������
�� R=?S �� ������� GP ���� ��� ���	�� ����
��
�� � 	����� �� �����
�� � T

COV (ĈT 2
l ) =

2
2l + 1

(CT
l + ω−1

T B−2
T l )2 O��BP

COV (ĈE 2
l ) =

2
2l + 1

(CE
l + ω−1

P B−2
P l )2 O��?P

COV (ĈB 2
l ) =

2
2l + 1

(CB
l + ω−1

P B−2
P l )2 O��AP

COV (ĈTE 2
l ) =

1
2l + 1

(CTE 2
l + (ĈT

l + ω−1
T B−2

T l )(CE
l + ω−1

P B−2
P l )) O��GP

�� ���� � ����� ���� ����
�� T

COV (ĈT
l ĈE

l ) =
2

2l + 1
CTE 2

l O��KP

COV (ĈT
l ĈTE

l ) =
2

2l + 1
CTE

l (ĈT
l + ω−1

T B−2
T l ) O��CP

COV (ĈE
l ĈTE

l ) =
2

2l + 1
CTE

l (CE
l + ω−1

P B−2
P l ) O��DP

� �����
�� ��� �
�%��
� ��
���� � 
� �� ���
��� �
 ��	��� � ������� �� ����� ���
�������� ��
� �5������� �
 ����.�
� �
 	�.�� M ��� � ���� �� ����� .�� Mi ��� I �� ��
����� � 
���� �� ������� �� = ��
�
� �� ���������	�
� �
 ��	�
�.��� ������.��� �� ���
� �������
���� T

ãT
lm =

∫
dn∆(n)M(n)Y ∗

lm(n) O��FP

=CC
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������	���� C̃T
l V 1/(2l + 1)

∑
m |ãT

lm|2$ ����� ������%�������$ 
� ��������
� �� � �������
�� �����
��� � 	����� �� �����
�� 
� ��� ���
� ���� ���� ���� �������	�
��

2�!���!�� '�������� �! (���

E��� �
��.��
� �� ���
���� �� � 	������ ���	���
� ��� ��
�� � 	����� �� �����
�� ��
������� �� �����
�� �
� �� �� ���
� ���������� �
��	����� �� ����� "
 
� ��
������ ��� .�� ��
�� �� ������� ���

"
  �� .�� ��� 4�������
� �� ��	������� ��
� ������

��� :���� �����
� ��
� �
� ��� ��
�#�� T

L =
1√|D|exp

(
−1

2
∆T D−1∆

)
O��=IP

�U ∆ �������
�� � ���� �� ����� � 	����� �� �����
�� D V ]∆∆T^ �� ����	���� ��		�
� ��		� ��� ��
��� ����
� �� ���
� �� ��  ����$ DV SdN $ ��� T

Sij =
∑

l

2l + 1
4π

ClB
2
l Pl(cos(θij)) �� N ij = δijσi, O��==P

θij ��
� ������ 
������ �
��� ��� ������ � �� *� �� ������� �� �����
�� 
������ ��� � ��
� �

	��	��
� � �����	 �
���

� 	����� �� �����
�� �� ���
� ��� ����
�� �
� ������� ��	�
�.�� �
� �� �� �U �
���������� �� ���� ��� ��	������ � 	����� �� �����
�� ��  ���� ��� ����
�� �
� �������
����$ 	�� 
� ����� �� �
� ������� ��	�
�.��� ����� ����.��� ���
������
 �� � 	����� D ���
�������� ����
�
�$ �
� �� �� �U ��  ���� ��� �
����	�$ �
  N ij = δijσ� � 	����� ��  ����
��� ���� ����	�
� ����
�� �
� ������� ��	�
�.��� :
 �5��$ �
  �� T

〈nlmn∗
l′m′〉 = θ4

p

∑
ij

Ylm(pi)Y ∗
l′m′(pj)

〈
nin

∗
j

〉
O��=BP

= θ4
p

∑
ij

Ylm(pi)Y ∗
l′m′(pj)δijσ

2 O��=?P

= θ2
pσ

2δll′δmm′ O��=AP

���
������
 �� D ���5����� ���� �����	�
� �
� ������� ��	�
�.���
� �����
�� ��� �
�%��
� ��
���� � 
� �� ���
��� �
 ��	��� � ������� �� ����� ���

�������� ��
� �5������� �
 ����.�
� �
 	�.�� M ��� � ���� �� ����� .�� Mi ��� I �� ��
����� � 
���� �� ������� �� = ��
�
� �� 	�.�� 	���-� � 	����� �� �����
�� �� ����� .�� T

D−1 → MD−1M O��=GP

� 	����� �� ������ Fll′ ������� ���� T

Fll′ = − ∂2lnL
∂Cl∂Cl′

=
1
2
Tr(MD−1MP lMD−1MP l′) O��=KP

���
P l = ∂D/∂Cl, O��=CP

���� ������� �� �
����	
������
∫

dnf(n) ↔ ∑
i

4π
Npix

f(pi)� 
3 pi ��� �� �������
� �� 	� �� �� ����#�� �
����

�
�������� 	�� �� 	� �� �
����	
�� � θ2
p ( 4π/Npix� �� � �� 	���������� M

∑
i Ylm(pi)Y

∗
l′m′(pi) ( δll′δmm′ θ−2

p

=CD



��
(P l)ij = (2l + 1)/(4π)B2

l Pl(cos(θij)) = B2
l

∑
m

Ylm(i)Y ∗
lm(j) O��=DP

�
 ������
� �� ������	� ��������
 ��� ��	�
�.��� ������.���� "
  ���� T

Fll′ =
1
2
B2

l B2
l′
∑
mm′

∑
ij

MiMjD
−1
ij

∑
kp

Y ∗
lm(pj)Ylm(pk)MkD

−1
kp MpY

∗
l′m′(pp)Yl′m′(pi) O��=FP

� 	����� D ��
� ����
�� �
� ������� ��	�
�.��$ �
  T

D−1
ij = θ4

p

∑
lm

1
Dl

Y ∗
lm(pj)Ylm(pk) O��BIP

= θ4
p

∑
lm

1
ClB

2
l + ω−1

Y ∗
lm(pi)Ylm(pj) O��B=P

�U �
  ���� ω−1 = θ2
pσ

2� "
 � ���
� ���� T

Fll′ =
1
2
θ4
p

∑
l1m1

∑
l2m2

B2
l1

Cl1B
2
l1

+ ω−1

B2
l2

Cl2B
2
l2

+ ω−1

∑
mm′

∑
ij

∑
pk

MiMjY
∗
l1m1

(pi)Yl1m1(pj)

Y ∗
lm(pj)Ylm(pk)MkY ∗

l2m2
(pk)Yl2m2(pp)MpY

∗
l′m′(pp)Yl′m′(pi) O��BBP

:
 ������
� �� ��� .�� � ��		�
∑

i MiY
∗
l1m1

(pi)Yl′m′(pi) ��� ����
������	�
� 
�
 
���� ����
|l1 − l′| << l′$ �
 � ���
� RFS O������� GP T

Fll′ � 1
2
θ4
p

1
Cl + B−2

l ω−1

1
Cl′ + B−2

l′ ω−1

∑
mm′

∑
ij

MiY
∗
lm(pi)Ylm(pj)MjY

∗
l′m′(pj)Yl′m′(pi) O��B?P

:
 ��������
� �� 	�.�� ��� �  �� ��� ��	�
�.��� ������.���$ �
 � ���
� T

Fll′ � 1
2
θ4
p

1
Cl + B−2

l ω−1

1
Cl′ + B−2

l′ ω−1∑
mm′

∑
l1m1

∑
l2m2

ml1m1ml2m2

∑
ij

Yl1m1(pi)Yl2m2(pj)Y ∗
lm(pi)Ylm(pj)Y ∗

l′m′(pj)Yl′m′(pi) O��BAP

(
� ����� ���������
$ � ��		�
∑

i Yl1m1(pi)Y ∗
lm(pi)Yl′m′(pi) O�
�� .�� � ��		���
 ��� *P

������� �
 ������
� ��� �#	 ���� ?%* �� @��
�� T∫
dΩYl1m1(n)Y ∗

lm(n)Yl′m′(n) =

(−1)m2

√
(2l1 + 1)(2l + 1)(2l′ + 1)

4π

(
l1 l l′

0 0 0

)(
l1 l l′

m1 − m m′

)
O��BGP

:
 ������
� ��� ���������� ����
��� ��� �#	 ���� ?%* T(
l l2 l′

m m2 − m′

)
= (−1)l+l2+l′

(
l l′ l2
m − m′ m2

)
O��BKP

�� (
l l′ l2

−m − m′ − m2

)
= (−1)l+l2+l′

(
l l′ l2
m m′ m2

)
O��BCP

=CF
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���� �
 ��
��
� ��� 
�����
� m2,m
′ → −m2,−m′ �� �
 ������
� � ������
 ���������
����

��� �#	 ���� ?%* T

∑
mm′

(
l l′ l1
m m′ m1

)(
l l′ l2
m m′ m2

)
=

1
2l1 + 1

δm1m2δl1l2 O��BDP

�
 -
�� �� � ��
�� RFS O������� GP T

Fll′ � 1
2

1
Cl + B−2

l ω−1

1
Cl′ + B−2

l′ ω−1

(2l + 1)(2l′ + 1)
4π

∑
l′′

Ml′′

(
l l′ l′′

0 0 0

)2

O��BFP

�U Ml V
∑

m1
|mlm1 |2�

!-
 ��� ��
�� �
� ���������
 ��	���-�� ��� ���	�
�� ����
��$ �
 
��� .�� T(
l l l′

0 0 0

)2



(

l l 0
0 0 0

)2

=
1

2l + 1
��� l′ > 0 O��?IP

��� ���	�
�� ����
�� �
� ���� ���� ���������
 �������� T

Fll � 2l + 1
2

1
4π

1
(Cl + B−2

l ω−1)2
M0 O��?=P

� (2l + 1)f
2

1
(Cl + B−2

l ω−1)2
O��?BP

�U �
  ������� �� ��� .�� �� 	�
��X�� ��� ��� � � ����� 	�#�

�$ M0 = |m00|2 = 4πf $ �
��
� � ������
 �� ���� �������� �����������
 �������� �� ����$ �]=$ ��	�
�� ��
� � ���
�� ��
������	���� ��� 	������ ĈT �� ����� .�� T

V AR(ĈT
l ) =

2
(2l + 1)f

(Cl + B−2
l ω−1)2 O��??P

=DI
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−2 lnL(ĈT
l |CT
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(
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l

ĈT
l

)
+

ĈT
l

CT
l
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� CT

l O(�=P
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max l V ĈT
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−2 lnL(ĈT
l |CT
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1
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2
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�� �� ����
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dα
LM =

Aα√
L(L + 1)

∑
l1m1

∑
l2m2

(−1)M

(
l1 l2 L
m1 m2 − M

)
gα
l1l2(L) al1m1 bl2m2 O:�=P

�U α V  ∈ g��$::$�:$�'$:'$''h� ��	������� Aα ��������
� � T

Aα
L = L(L + 1)(2L + 1)


∑

l1m1

gα
l1l2(L) fα

l1Ll2
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l1l2
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gα
l1l2(L) =

Caa
l2

Cbb
l1

fα∗
l1Ll2
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l2

fα∗
l2Ll1

Caa
l1

Caa
l2

Cbb
l1

Cbb
l2

− (Cab
l1
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l2
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��� ����� fα∗
l1Ll2
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±sFlLl′ = [L(L + 1) + l′(l′ + 1) − l(l + 1)]

√
(2L + 1)(2l + 1)(2l′ + 1)

16π

(
l L l′

±s 0 ∓ s

)
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dα
LMdβ∗
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α fα∗
l1Ll2

�� C̃TT
l1 0Fl2Ll1 d C̃TT

l2 0Fl1Ll2

�: C̃TE
l1 2Fl2Ll1 + C̃TE

l2 0Fl1Ll2 O���P
:: C̃EE

l1 2Fl2Ll1 + C̃EE
l2 2Fl1Ll2 O���P

�' iC̃TE
l1 2Fl2Ll1 O�	���P

:' i
[
C̃EE

l1 2Fl2Ll1 − C̃BB
l2 2Fl1Ll2

]
O�	���P

'' C̃BB
l1 2Fl2Ll1 + C̃BB

l2 2Fl1Ll2 O���P
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Nαβ
L =

Aα∗
L Aα

L
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∑
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l1l2(L)
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l2 gβ
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l1 gβ
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(L)

]}
O:�KP
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�� ��  ����
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dmv
LM =

∑
α

ωα(L)dα
LM O:�CP

��� T
ωα(L) = Nmv

L

∑
β

(N−1
L )αβ O:�DP

��

Nmv
L =

1∑
αβ(N−1

L )αβ
O:�FP
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